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„Rezistenta materialelor — solicitări simple . 


1. INTRODUCERE 
1.4 GENERALITĂȚI 


De-a lungul întregii istorii a societăţii umane nevoile practice au fost cele 
care au contribuit fundamental la dezvoltarea ştiinţelor cum ar fi matematica, fizica, 
chimia, astronomia, biologia etc. În acelaşi mod s-a născut şi Rezistenţa 
materialelor, şi anume din necesitatea de a construi sigur, economic şi estetic. 

În decursul diverselor perioade istorice utilizarea materialelor în construcţiile 
şi aplicaţiile inginereşti a reprezentat o reală şi continuă provocare pentru omenire. 
În Epoca de Piatră problemele erau legate în special de tehnologia de modelare 
prin cioplire a diverselor materiale cunoscute atunci. Ceva mai târziu, în Epoca 
Bronzului şi în Epoca Fierului, problemele ce apăreau implicau atât tehnologia de 
modelare a materialelor dar şi cea de producţie. Timp de multe secole prelucrarea 
metalelor impunea proceduri laborioase, deosebit de complicate şi cu un cost de 
producţie extrem de ridicat. În conformitate cu estimările făcute de istorici, în 
secolul al XIII-lea costul unui echipament complet pentru un cavaler şi calul său era 
echivalent cu cel al unui tanc Centurion din cel de al ll-lea război mondial. 
Utilizarea metalelor în construcţia diverselor structuri inginereşti a crescut simţitor 
odată cu perfecţionarea modalitátilor tehnologice de prelucrare a acestora. În altă 
ordine de idei, prin utilizarea constant progresivă a metalelor s-a constatat faptul că 
acestea nu se comportau întotdeauna corespunzător, în foarte multe situaţii 
structurile metalice sau diversele componente ale acestora cedând în mod 
neaşteptat prin rupere, pierdere a stabilităţii sau prin alte forme de degradare 
mecanică. Încă din Evul Mediu există nenumărate relatări privind procedurile de 
turnare şi forjare. Dacă analizăm aceste proceduri în contextul cunoştinţelor 
moderne de inginerie se pot constata cu uşurinţă multiplele posibilităţi de inducere 
a defectelor structurale prin respectivele tehnologii. 

În secolul al XIX-lea utilizarea explozivă a metalelor în construcţii a condus la 
o serie de accidente, numărul şi gravitatea acestora depăşind limite ne mai întâlnite 
până atunci. Spre exemplu, în deceniul 1860 -1870 numărul accidentelor mortale 
din Marea Britanie cauzate de transportul feroviar era de aproximativ 200 pe an. 
Cea mai mare parte a acestor accidente era rezultatul deraierilor sau ruperilor 
apărute la nivelul roţilor, osiilor sau şinelor de cale ferată, datorate la rândul lor unei 
proiectări deficitare care însemna de fapt o slabă cunoaştere a noţiunilor 
fundamentale de Rezistenţa materialelor. 

În contextul proiectării moderne а structurilor inginereşti Rezistenţa 
materialelor a continuat şi continuă să ocupe un rol fundamental, oferind cadrul fizic 
şi matematic necesar înţelegerii comportamentului complex al acestor structuri 
supuse diverselor sarcini exterioare. 


1.2 OBIECTUL ŞI PROBLEMATICA REZISTENȚEI MATERIALELOR. 
LEGATURILE ACESTEIA CU ALTE DISCIPLINE INGINERESTI 


Există trei domenii fundamentale ale ingineriei mecanice: statica, dinamica şi 
rezistența materialelor. In timp ce statica si dinamica au ca obiect de studiu efectul 
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fortelor exterioare asupra corpului rigid (corp rigid: corp ce nu se deformeazá sub 
acţiunea sarcinilor exterioare) rezistenţa materialelor studiază relaţiile ce se 
stabilesc între sarcinile aplicate la exterior şi efectele interne resimtite de corpul 
solicitat. Mai mult decât atât, corpurile nu mai sunt considerate rigide; deformaţiile 
acestora, deşi în cele mai multe cazuri având valori foarte mici, reprezintă punctul 
de analiză fundamental. În proiectarea mecanică inginerul va trebui să ia în 
considerare atât dimensiunile cât şi proprietăţile de material, în aşa fel încât 
acestea să conducă la satisfacerea condiţiilor de rezistență si rigiditate. În 
momentul în care o anumită structură mecanică sau o componentă a acesteia sunt 
solicitate de sarcini exterioare, acestea nu trebuie să se rupă dar nici să se 
deformeze în mod excesiv. 

Fie spre exemplu cazul unui corp, reprezentat generic în figura 1.1, corp 
solicitat de sarcini exterioare (forte si 
momente). Înainte de aplicarea 
sarcinilor, în interiorul acestui corp se 
poate regăsi o anumită stare mecanică. 
În momentul în care însă se aplică 
sarcinile exterioare această stare 
mecanică se va schimba. Fiecare punct 
al corpului va ,resimti" într-un anume fel 
acțiunea sarcinilor exterioare, in functie 
de poziția punctului în interiorul corpului 
dar si în functie de natura materialului la 
nivelul respectivului punct. 

În contextul celor de mai sus 


Rezistența materialelor caută să ofere F, 
ráspunsuri la o serie de intrebári cum ar Fig. 1.1 
fi: 


- ce ,simte" fiecare punct al corpului in momentul ín care acesta este solicitat 
de sarcini exterioare? 

- cum se deformează corpul sub acţiunea sarcinilor exterioare? 

- care este legătura matematică dintre efectele mecanice resimtite la nivel de 
punct şi valorile sarcinilor aplicate la exterior? 

- care este valoarea critică a sarcinilor exterioare pentru care corpul cedează 
sau se deformează în mod excesiv? 


Acestea sunt doar câteva întrebări ce conturează domeniul fundamental al 
Rezistenței materialelor. In intenţia imediată de a da răspuns la aceste întrebări, 
Rezistenţa materialelor şi-a ordonat problematica în trei clase importante: 


a. Probleme de dimensionare: 
- date de intrare: valoarea si natura fizică a sarcinilor aplicate la exterior; 
geometria corpului; proprietăţile mecanice ale materialului corpului; 
- date de ieşire: dimensiunile necesare ale corpului astfel încât acesta să nu se 
distrugă sau să se deformeze în mod excesiv. 


b. Probleme de determinare a sarcinii capabile 


- date de intrare: dimensiunile si geometria corpului; proprietăţile mecanice ale 
materialului corpului; 
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- date de ieşire: valoarea maximă a sarcinilor aplicate la exterior în aşa fel 
încât corpul să nu se distrugă sau să se deformeze în mod excesiv. 


c. Probleme de verificare 


- date de intrare: dimensiunile si geometria corpului; proprietăţile mecanice ale 
materialului corpului; valoarea şi natura fizică a sarcinilor aplicate la exterior; 

- date de ieşire: un calcul de verificare prin care să se concluzioneze dacă 
corpul se va distruge sau nu sau se va deforma sau nu în mod excesiv. 


Rezistenţa materialelor reprezintă pentru ingineri un mijloc fizico - matematic 
imediat prin care se poate “intra” în interiorul unui corp solicitat şi înţelege 
comportamentul fiecărui punct al respectivului corp, pentru ca, în cele din urmă, să 
se ofere răspunsuri adecvate întrebărilor de mai sus. 

Ca o ramură a ştiinţei Rezistenţa materialelor face parte din Mecanica corpului 
solid deformabil, alături de Teoria elasticităţii, Teoria plasticității, Statica, dinamica 
şi stabilitatea construcțiilor. Deşi teoriile elasticitátii şi plasticitátii vizează aceiaşi 
problematică ca şi Rezistenţa materialelor, acestea apelează la un număr limitat de 
ipoteze simplificatoare, sunt mult mai exacte şi, în cele mai multe cazuri, extrem de 
complicate. Teoriile elasticitátii si plasticitátii utilizează instrumente matematice 
complexe care depăşesc de multe ori necesarul studiului aplicaţiilor inginereşti 
imediate. Pe de altă parte însă, Rezistenţa materialelor face apel la un număr 
relativ mare de ipoteze simplificatoare, aproximatii şi analize experimentale, 
furnizând în felul acesta soluţii simple absolut necesare inginerului proiectant. 

Prin natura sa, Rezistenţa materialelor interferează cu o serie de alte discipline 
fundamentale cum ar fi matematica, fizica, tehnologia, chimia etc., poate chiar şi cu 
biologia, dovedind încă o dată, dacă mai era necesar, absenţa aşa numitelor linii de 
demarcaţie profunde (hard and fast lines) dintre ştiinţe. 


1.3 O SCURTĂ INCURSIUNE ÎN ISTORIA REZISTENȚEI MATERIALELOR 


Încă din cele mai vechi timpuri, când omul a început să 
construiască, s-a impus ca stringent necesară acumularea 
de cunoştinţe teoretice şi practice privind Rezistenţa 
materialelor, fără de care era imposibil să se realizeze 
diversele componente structurale care să reziste solicitărilor 
exterioare la care erau supuse. 

Fără îndoială că egiptenii deţineau o serie de astfel de 
cunoştinţe şi reguli empirice, fără de care ar fi fost imposibilă 
ridicarea cunoscutelor monumente, temple, piramide şi 
obeliscuri, multe dintre acestea existând şi astăzi. 

Grecii au făcut un pas înainte în ceea ce priveşte arta de Arhimede 
a construi. Ei au fost cei care au contribuit la dezvoltarea 
staticii, ce stă la baza mecanicii materialelor. Arhimede (287 — 212 Î.H.) dădea 
pentru prima oară un contur clar, riguros şi bine aprofundat noţiunilor fundamentale 
legate de condiţiile de echilibru mecanic la pârghii, prezentând de asemenea şi o 
serie de metode pentru determinarea centrelor de greutate ale corpurilor. Arhimede 
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a utilizat toate aceste cunostinte in constructia mai multor dispozitive de ridicat 
originale. 

Romanii au fost si ei mari constructori. Existá si astázi un numár mare de 
monumente, temple, drumuri, poduri si fortificatii construite pe timpul romanilor, 
demonstrándu-se astfel rigurozitatea acestora in a construi, o dovadă imediată a 
cunoştinţelor deţinute în domeniul Rezistenței materialelor. O parte dintre metodele 
de construcţie pe care le foloseau se regăseşte în cartea lui Vitruvius, un renumit 
arhitect şi inginer roman din vremea împăratului Augustus. 

Multe dintre cunoştinţele deţinute de greci şi romani s-au pierdut în negura 
Evului Mediu. Doar în perioada Renaşterii s-a reuşit redescoperirea, măcar parţială, 
a acestora. Astfel renumitul arhitect italian Fontana (1543 — 1607) a ridicat 
obeliscul de la Vatican din ordinul Papei Sixtus al V-lea, această lucrare atrăgând 
atenţia inginerilor europeni. Se ştie însă faptul că egiptenii au ridicat astfel de 
obeliscuri cu mii de ani înainte, extrăgând piatră din carierele de la Syene şi apoi 
transportând-o pe Nil. Mai este adevărat şi faptul că romanii au mutat din Egipt la 
Roma mai multe obeliscuri, demonstrând în felul acesta că inginerii secolului al XVI 
-lea nu se ridicau la nivelul predecesorilor lor. 

În perioada Renaşterii a reînviat interesul pentru ştiinţă şi, 
ca o consecinţă directă, au apărut o serie de figuri ale istoriei ce 
au marcat dezvoltarea explozivă în domeniul arhitecturii si 
ingineriei. O astfel de figură legendară a fost Leonardo da 
Vinci (1452-1519), cu siguranţă cel mai important reprezentant 
al ştiinţei şi artei din acea perioadă. Acesta a fost nu numai 
leaderul de necontestat al artiştilor acelor vremuri dar şi un 
renumit om de ştiinţă şi inginer. Într-una din notele sale 
Leonardo da Vinci afirma că: „Mecanica este paradisul ştiinţelor 
matematice, fructul acestora”. 

În secolul al XVil-lea au apărut primele încercări de 
prezentare riguroasă, sub formă analitică, a unor metode de 
determinare a dimensiunilor necesare ale corpurilor solicitate de 
sarcini exterioare, în aşa fel încât aceste corpuri să reziste 
solicitărilor. Galileo Galilei (1564 — 1642), prin cartea sa de 
referinţă „Două noi ştiinţe” era cel care, pentru prima dată în 
istorie, reuşea să prezinte într-o succesiune logică metode de 
determinare a stărilor de tensiune. Era începutul Rezistenței 
materialelor ca ştiinţă, motiv pentru care 
Galileo Galilei este şi supranumit Galileo Galilei 
„părintele Rezistenței materialelor”. 

În 1678 apărea lucrarea „Despre arcuri” al cărei autor 
era Robert Hooke (1635 — 1703). Sunt prezentate aici 
experimentele autorului făcute pe corpuri elastice, fiind 
prima lucrare în care sunt dezbătute proprietăţile elastice 
ale materialelor. Tot aici este prezentată relaţia liniară dintre 
forţă si deformatie, relaţie cunoscută nouă sub numele de 
.egea lui Нооке”, ce avea să devină punctul forte al 
Robert Hooke Rezistenței materialelor pentru corpurile elastice. 


Leonardo da Vinci 
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Familia Bernoulli a oferit lumii ştiinţifice matematicieni 
de marcă pe parcursul a mai bine de o sută de ani: Jacob, 
Nicholas, John, Daniel Bernoulli. Pe lângă matematică 
aceştia au fost puternic atraşi şi de Mecanică şi Rezistenţa 
materialelor. Spre exemplu, Daniel Bernoulli a fost primul care 
a dedus ecuaţiile diferenţiale ce guvernează vibraţiile laterale 
ale barelor prismatice, utilizând apoi acest studiu în analiza 
modurilor particulare ale acestei mişcări. Lui John Bernoulli îi 
aparţine cunoscuta ipoteză de rezistenţă a sectiunilor plane 
pentru barele solicitate la încovoiere. 


Daniel Bernoulli 


Leonard Euler (1707-1783), elevul lui Daniel Bernoulli, 
a fost unul dintre cei mai mari matematicieni ai tuturor 
timpurilor. Euler a fost atras si de domeniul Rezistenței 
materialelor, find interesat їп mod principal de forma 
geometrică a curbelor elastice. Este bine cunoscută în acest 
sens contribuţia sa la fenomenul de flambaj, prin renumita 
relaţie ce îi poartă numele. 

Navier (1785-1836) a publicat în 1826 prima carte 
reală de Rezistența materialelor în care a introdus 
principalele realizări în domeniul acestei discipline. Dacă ar fi 
să comparám această carte cu cele similare din secolul al XVIII-lea, se poate trage 
în mod evident concluzia că primul sfert al secolului al XIX-lea a înregistrat 
progrese remarcabile în domeniu. Inginerii secolului al XVIII- 
lea utilizau atât metode experimentale cât şi elemente de 
teorie în scopul de a deduce formule de calcul pentru 
sarcinile maxime ce puteau fi aplicate unei structuri mecanice 
în aşa fel încât aceasta să nu cedeze. Navier însă, chiar de la 
începutul mai sus amintitei lucrări, a subliniat faptul că este 
290. deosebit de important sá se cunoascá limita рапа la care 

2 structurile mecanice se comportă perfect elastic, fără a 
| inregistra deformatii permanente datorate actiunii sarcinilor 
Claude Louis Navier exterioare. In domeniul elastic se poate presupune faptul cá 

deformatiile sunt direct proporţionale cu sarcinile aplicate, 
putându-se în felul acesta deduce relaţii simple de calcul pentru aceste mărimi. 
Dincolo de limita de elasticitate însă, sublinia Navier, relaţia dintre sarcini şi 
деїогтай devine foarte complicată, fiind astfel deosebit de dificil să se calculeze 
sarcina maximă ce poate fi suportată de o anumită structură 
mecanică. Navier a mai sugerat şi faptul că formulele deduse 
în domeniul elastic pentru structurile existente, ce s-au 
dovedit a rezista solicitărilor exterioare, pot fi folosite în 
calculul tensiunilor admisibile ale diverselor materiale, pentru 
ca apoi aceste tensiuni admisibile să fie utilizate în 
dimensionarea noilor structuri. 

S.D. Poisson (1781-1840) s-a născut într-un mic 
orăşel din apropierea Parisului, într-o familie foarte săracă şi, 
până la vârsta de 15 ani, educaţia sa însemna doar scris şi 

S.D. Poisson citit. În anul 1796 însă a fost trimis la un unchi de-al său la 
Fountainebleau unde a avut marea şansă de a putea participa la ore de 
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matematicá. Progresul sáu stiintific a fost atát de rapid incát 
in anul 1812 Poisson era deja membru al Academiei 
Franceze de Ştiinţe. În domeniul Rezistentei materialelor 
Poisson îşi prezintă contribuţiile atât prin cele două memorii 
de referinţă publicate în 1829 şi 1831 cât şi prin cursul său 
de mecanică „Traité de Mécanique", publicat їп anul 1833. 
Cei doi renumiţi ingineri, de al căror nume se leagă şi 
Rezistenţa materialelor, G. Lamé (1795-1870) şi B.P.E. 
1 Clapeyron (1799-1864) au absolvit renumita Şcoală 
G. Lamé Politehnică din Paris în anul 1818, marcând ulterior 
Строгае contributii in domeniu, їп special sub spectrul oferit de cátre noua scoalá 
rusească de inginerie de la acea vreme - Institutul de 
Inginerie pentru Drumuri si Comunicatii din St. Petersburg. 
Aceastá nouá scoalá ruseascá s-a dovedit mai tárziu a 
avea o puternică influenţă asupra dezvoltării ingineriei їп 
întreaga Rusie. Lame şi Clapeyron aveau misiunea de a 
preda matematică aplicată şi fizică în cadrul acestui institut, 
participând însă în paralel şi la proiectarea diverselor 
structuri mecanice, la solicitarea expresă a guvernului rus. 
Ar fi de amintit în acest sens cele câteva poduri suspendate 
proiectate şi construite la St. Petersburg în acele vremuri. 
Aceste poduri, ridicate între anii 1824 şi 1826, reprezentau 
primele poduri suspendate de pe continentul european. 
După întoarcerea lor la Paris, Lame şi Clapeyron şi-au 
continuat activităţile de proiectare şi cercetare şi, în semn de recunoaştere a 
contribuţiilor fundamentale aduse în lumea ingineriei, cei doi au fost aleşi membri ai 
Academiei Franceze de ştiinţe. 
- Barré de Saint – Venant (1797 — 1886) s-a născut la 
castelul Fortoiseau (Seine-et-Marne). Încă din copilărie şi-a 
dovedit realul talent in stiintele matematice, aflându-se sub 
directa supraveghere a tatălui său — un binecunoscut expert 
în economie. Ceva mai târziu studiază la Liceul din Bruges 
iar în anul 1813, la vârsta de numai 16 ani, este admis la 
aceeaşi renumită Şcoală Politehnică (École Polytechnique) 
în urma unui examen deosebit de complex. Ca student şi-a 
dovedit din nou extraordinarele abilităţi ştiinţifice, plasándu- 
se rapid pe locul întâi în seria de studenti din care făcea 
E parte. Din păcate însă, evenimentele politice ale anului 
Barré de Saint - Venant 1814 (când, referindu-se la Napoleon, Saint — Venant ar fi 
afirmat: ,Constiinta mă împiedică să lupt pentru un uzurpator’) l-au obligat să-şi 
întrerupă studiile universitare, fiind declarat dezertor si interzicándu-i-se să-şi poată 
relua studiile în cadrul Şcolii Politehnice. Doar după o lungă perioadă de nouă ani 
guvernul francez i-a permis reînmatricularea la École des Ponts et Chaussées, 
fără examen de admitere. După absolvire, Saint — Venant şi-a dedicat întreaga 
viaţă studiilor în domeniul ingineriei (axându-se în mod special pe Teoria elasticitátii 
şi Rezistenţa materialelor). În anul 1868 este ales membru al Academiei Franceze 
de Ştiinţe. 


B.P.E. Clapeyron 
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D. |. Juravski (1821 — 1891) a absolvit în anul 1842 
renumitul /nstitut de Inginerie pentru Drumuri şi 
Comunicaţii din St. Petersburg. De numele său se leagă 
construcţia de căi ferate din Rusia acelor timpuri. 

A. Wohler (1819 — 1914) s-a născut într-o familie 
de profesori, în provincia Hannover, primind o profundă 
educaţie inginerească în cadrul Institutului Politehnic 
Hannover. Fiind un student desăvârşit, după absolvire a 
primit o bursă substanţială, bursă ce i-a permis să-şi 
continue activitatea practică atât în cadrul Uzinei de 
Locomotive din Berlin cât şi pe şantierele deschise cu 
ocazia construirii căilor ferate Berlin — Anhalter şi Berlin — 


D.I Juravski 


Hannover. În acest fel a avut oportunitatea de a căuta şi 
găsi o serie de soluţii la multiplele probleme practice ce 
vizau comportamentul mecanic al materialelor, de numele 
său legându-se primii paşi în definirea şi înţelegerea 
fenomenului de oboseală mecanică. Pe drept cuvânt se 
poate afirma că studiul fenomenului de oboseală mecanică 
începe cu Wöhler. Pentru fiecare tip de încercare la 
oboseală Wohler a proiectat şi construit echipamentul 
experimental aferent (maşini de încercat, dispozitive, 
sisteme de măsurare etc.). În cadrul acestei activităţi de 
cercetare — proiectare pe care a desfăşurat-o, Wohler a 
impus condiţii stringente cu privire la precizia măsurării 
forţelor si  deformaţiilor, maşinile proiectate de е! 
reprezentând astfel un important pas înainte în tehnica utilizării materialelor de 
construcţii. 

Renumiţii cercetători prezentaţi în cele de mai sus sunt doar câţiva din 
multitudinea celor care au contribuit fundamental la dezvoltarea Rezistenței 
materialelor. Dintre aceştia poate că ar fi nedrept să nu-i amintim măcar pe: C.A. 
Coulomb (1736 — 1806), Augustin Cauchy (1789 — 1857), Thomas Young (1773 
- 1829), J. C. Maxwell (1831 - 1879), Otto Mohr (1835 - 1918), Alberto 
Castigliano (1837 — 1884) etc. 

Şcoala românească a oferit si ea Rezisten(ei materialelor, in particular, si 
lumii inginereşti, in general, oameni de ştiinţă şi cercetători de excelenţă. Pot fi 
amintiţi aici: C.C Teodorescu, Gh. Buzdugan, Ştefan Nădăşan, Radu Voinea, 
D.R. Mocanu, Petre Augustin, Nicolae Iliescu, Sergiu T. Chiriacescu, loan 
Curtu. 

În zilele noastre, cursurile de Rezistenţa materialelor din cadrul facultăţilor cu 
profil tehnic ocupă un loc fundamental în educaţia universitară românească, cu o 
puternică tradiţie şi speranţă pentru viitor. 


A. Wöhler 
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1.4REPREZENTAREA SCHEMATIZATĂ A CORPURILOR ÎN REZISTENTA 


MATERIALELOR 

Їй cadrul subcapitolului 1.2 s-a precizat faptul cá obiectivul fundamental al 
Rezistentei materialelor constă £»»a.b 
în aceea de a surprinde, Sectiunea transversalá i 


utilizând aparatul matematic şi 
fizic, comportamentul mecanic 
al diverselor corpuri sau structuri 
solicitate la exterior de sisteme 
de sarcini aflate în echilibru 
mecanic. În contextul 
investigaţiilor teoretice şi у 

experimentale desfásurate prin 

profilul sáu specific, Rezistenta Fig. 1.2 

materialelor opereazá cu trei 

clase de corpuri. Cu alte cuvinte, din multitudinea de forme si dimensiuni sub care 
se gásesc corpurile pe care le investigheazá, Rezistenta materialelor a redus 
aceastá gamá la doar trei tipuri fundamentale, dupá cum urmeazá: 


a. Barele: reprezintá acele corpuri a cáror lungime este mult mai mare decát 
celelalte douá dimensiuni (fig. 1.2). Trebuie subliniat faptul са barele pot fi, la 
rándul lor, denumite in functie de tipul de solicitare la care sunt supuse. Astfel, 
barele solicitate la încovoiere se numesc grinzi, cele ce prezintă pericolul pierderii 
stabilităţii la solicitarea de compresiune (flambaj) se numesc coloane iar cele 
solicitate la torsiune, arbori. 


Secţiune pătratică Secţiune dreptunghiulară 


Profi] | Profil U Profil T Profil L 
Fig. 1.3 


„Rezistenta materialelor — solicitări simple . 


Prin secțiunea transversală a unei bare se înţelege secţiunea plană de arie 
minimă obţinută în urma intersecţiei dintre bară şi un plan dus printr-un punct 
oarecare al acesteia. Secţiunea transversală a unei bare are o anumită arie, notată 
în general cu A şi exprimată în mm, şi îmbracă o multitudine de forme geometrice, 
de tipul celor descrise în figura 1.3. Secţiunea transversală a unei bare poate fi 
constantă în lungul barei (fig. 1.4a) sau poate fi variabilă (fig. 1.4b). 


Fig. 1.4 


Prin axa barei se înţelege locul geometric al centrelor de greutate ale 
sectiunilor transversale. Axa unei bare poate fi dreaptă (fig.1.5a) sau curbă 


(fig.1.5b). 


LL 


ЭЭ. 


Fig. 1.6 
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În problemele de calcul ale Rezistenței materialelor barele sunt de obicei 
reprezentate schematizat prin axa lor longitudinală (fig. 1.6). 

Este important de reţinut faptul că, în cele mai multe cazuri, în Rezistenţa 
materialelor o bară se reprezintă geometric într-un sistem de referinţă triortogonal 
drept Oxyz, secţiunea transversală a barei fiind localizată în planul Oyz în timp ce 
axa longitudinală a barei este Ox. 

Un caz particular de bare îl constituie firele: acele bare ce prezintă o rigiditate 
infinit mică la solicitarea de compresiune. 


b. Plăcile: reprezintă acele corpuri ale căror două dimensiuni (lungimea şi lățimea) 
sunt mult mai mari decât cea de a treia dimensiune (grosimea) - figura 1.7. 


"Suprafaţa mediană a plăcii 


Fig. 1.7 Fig. 1.8 


Prin suprafața mediană a unei plăci se înţelege locul geometric al mijloacelor 
grosimilor plăcii (fig. 1.7). În funcţie de forma suprafeţei mediane plăcile pot fi 
clasificate în: plăci plane — suprafaţa mediană este o suprafaţă plană (fig. 1.7) si 
plăci curbe — suprafaţa mediană este o suprafaţă de o formă oarecare în spaţiu (fig. 
1.8). 


Fig. 1.9 Fig. 1.10 


În funcţie de modul de variaţie a grosimii plăcilor se pot deosebi: plăci cu 
grosime constantă (Fig. 1.7) şi plăci cu grosime variabilă (Fig. 1.9). 

Un caz particular de plăci îl constituie membranele: acele plăci ce prezintă o 
rigiditate infinit mică la incovoiere. 


c. Blocurile: reprezintă acele corpuri ale căror dimensiuni sunt de acelaşi ordin de 
mărime (fig. 1.10). 


Deşi clasificarea de mai sus s-a făcut pe criterii strict geometrice, aceasta 
rămâne valabilă şi din punctul de vedere al calculului din Rezistenţa materialelor. 
Problemele, conceptele şi teoriile fundamentale din Rezistenţa materialelor s-au 
construit pe forma cea mai simplă de corp şi anume: bara. Multe din rezultatele 
teoretice şi experimentale deduse pe această clasă simplă de corpuri au fost 
ulterior extrapolate pentru celelalte două clase: plăci şi blocuri. 

Clasificarea în doar trei clase a multitudinii de corpuri ce ne înconjoară pare 
poate destul de simplă şi chiar simplistă. Această clasificare răspunde însă tuturor 
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necesitátilor legate de proiectarea diverselor componente ale structurilor mecanice, 
din punctul de vedere al Rezistentei materialelor. În figura 1.10A,B sunt prezentate 
câteva exemple de astfel de structuri în care cititorul este invitat să recunoască 
părţi ale acestei clasificări. 


Fig. 1.10 B Placă, bile de rulment 
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1.5 REPREZENTAREA SCHEMATIZATÁ A SARCINILOR ÍN REZISTENTA 
MATERIALELOR 


Dat fiind faptul cá Rezistenţa materialelor are ca obiect fundamental 
determinarea relaţiilor existente între sarcinile aplicate unui corp la exterior şi 
efectele resimtite de acesta la nivelul fiecărui punct al său, înţelegerea modului de 
acţiune a sarcinilor reprezintă primul pas absolut necesar în calculul de rezistenţă. 

Sarcina reprezintă de fapt acţiunea unui corp asupra altui corp. Aceasta 
modelează aşadar interacţiunea dintre două sau mai multe corpuri sau structuri 
mecanice. Există două clase de sarcini: forțele şi cuplurile (momente ale forţelor). În 
cazul utilizării unităţilor de măsură din sistemul metric internaţional, forţele (notate 
de obicei cu P sau F) sunt exprimate în newtoni (N) în timp ce cuplurile (momente 
ale forţelor — notate de obicei cu M) sunt exprimate în newtoni — metru (Nm). Dacă 
însă aceste unităţi de măsură se dovedesc a fi mult prea mari sau mult prea mici în 
diversele aplicaţii practice, se pot atunci folosi submultiplii sau multiplii ai acestora. 

Sarcinile se pot clasifica după mai multe criterii: (deşi clasificarea este dată 
pentru forţe aceasta rămâne identică şi pentru momente). 


a. În funcţie de mărimea suprafeței de contact dintre corpurile ce interacționează se 
pot diferenţia: 


e Forțe concentrate: când suprafaţa de contact dintre corpuri este redusă 
teoretic la un punct, (fig. 1.11). Spunem teoretic dat fiind faptul că în practică 
suprafaţa de contact dintre două corpuri nu poate fi redusă la un punct ci 
doar la o suprafaţă de arie foarte mică). 


Р [А] 


=> 


Fig. 1.11 


e Forțe distribuite: când suprafaţa de contact dintre corpuri are o anumită 
arie, (fig. 1.12) 


=> 


Fig. 1.12 


Mai mult decât atât, forţele pot fi distribuite pe suprafeţe (fig.1.14) sau, dacă o 
dimensiune a acestor suprafeţe este foarte mică, se poate vorbi despre forţe 
distribuite pe linie, (fig. 1.13). 


Rezistenţa materialelor — solicitări simple 


Fig. 1.13 Fig. 1.14 


În figura 1.15 s-au prezentat câteva exemple de forţe distribuite pe linie, pentru 
cazul unei grinzi rezemate la capete. 


Fig. 1.15 


Forţele concentrate şi cele distribuite amintite mai sus pot cunoaşte o mare 
diversitate, fiind implicate într-o multitudine de aplicaţii practice inginereşti, (fig. 
1.16). 

Un lichid într-un vas. Pereţii laterali ai vasului sunt supuşi acţiunii unei forţe 
distribuite liniar (presiunea p= рох, unde p este densitatea lichidului, g acceleraţia 
gravitaţională iar x adâncimea curentă la nivelul căreia se măsoară presiunea. 
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Un gaz sub presiune aflat într- 
un recipient cu pereti subtiri. 
Forța p ce acţionează asupra 
pereţilor vasului este о forţă 
uniform distribuită. 


* 


Un strat uniform de гарааа 
actioneazá asupra acoperisului 
unei case cu o fortá uniform 


distribuită. 


* 


Un vagon de cale feratá actioneazá asupra sinelor cu douá forte concentrate 
mobile. 


Fig. 1.16 


Asa după cum s-a specificat mai sus, această clasificare rămâne valabilă si 
pentru cupluri (momente ale forțelor). 
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P.M 


> 
O timp timp 


Fig. 1.17 Fig. 1.18 


e Sarcini constante: sarcinile 
(forţa P sau momentul M) 
rámán constante їп timp (fig. 
1.17). 


e Sarcini cu о variaţie 
periodică în timp (fig. 1.18): 
sarcinile variază în timp între 
o valoare minimă şi o valoare 
maximă, după о lege 
periodică. 

e Sarcini cu o variaţie aleatoare în timp (fig. 1.19): sarcinile variază în 
timp după o lege aleatoare. 


Fig. 1.19 


c. În funcţie de modul în care sunt aplicate, sarcinile pot fi: 
e Sarcini aplicate static: sarcinile cresc lent de la zero la valoarea 
nominală, rămânând apoi constante în timp (fig. 1.20a). 


a. b. 
Fig. 1.20 


e Sarcini aplicate cu şoc: sarcinile cresc 
de la valoarea zero la valoarea maximă 
într-un timp foarte scurt, (fig. 1.20b). În 
figura 1.21 s-a prezentat un exemplu din 
această categorie de sarcini: bara BD 
de secţiune constantă este lovită la 
capătul B de o bilă de masă m, ce se 
deplasează cu viteza vo. În urma 
impactului bara BD se va comprima cu 
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cantitatea A/. Dupá o oarecare perioadá de vibratie bara lovitá va reveni 
la starea initialá (cea de dinaintea impactului), tensiunile interne datorate 
impactului scázánd la zero. 


1.6 REAZEME ŞI REACTIUNI 


Legáturile mecanice dintre corpurile solicitate de sarcini exterioare si mediul 
înconjurător sunt realizate prin intermediul reazemelor. Există trei tipuri 
fundamentale de reazeme (clasificare pentru problemele din plan): 


e reazemul simplu: împiedică elementul susţinut în a se deplasa liniar după 
o direcţie perpendiculară pe baza reazemului, (fig. 1.22). 


Fig. 1.22 


În figura 1.23 s-a prezentat cazul unei grinzi rezemate la capete. De obicei, în 
problemele de Rezistenţa materialelor, punctele de reazem se notează cu 
majuscule încercuite (pentru ca aceste puncte să nu fie confundate cu alte mărimi 


adiacente problemelor respective). 


Fig. 1.23 Fig. 1.24 


e articulaţia: împiedică deplasarea liniară a punctului de reazem după două 
direcţii perpendiculare în punctul respectiv, (fig. 1.24). Elementul rezemat 
se poate roti însă în jurul punctului de reazem. 


În figura 1.25 s-a Q 
(8) prezentat cazul unei 
grinzi simplu 
rezemate їп punctul A 
Fig. 1.25 si articulate in punctul 
B. 


e іпсаѕігагеа: împiedică atât deplasările liniare după două £ 
direcţii perpendiculare dar şi rotirea elementului rezemat 
în jurul punctului de reazem. Їп figura 1.26 s-a 
reprezentat cazul unei coloane rezemate în punctul A şi 
încastrate în punctul B. 


Clasificarea de mai sus se poate extrapola şi pentru problemele 
spaţiale. Pentru fiecare tip de legătură menţionat, după direcţiile 
după care deplasările sunt împiedicate, se vor dezvolta reactiuni. Fig. 1.26 
Tot în cazul problemelor din plan, în funcţie de tipul reazemului, se 
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pot dezvolta următoarele reactiuni, (fig. 1.27): 


M, 
@ x © Х, 
Y, Y, Y, 
reazem simplu articulatie incastrare 
Fig. 1.27 


Asa dupá cum se aratá in Fig. 1.27, reactiunile orizontale se noteazá de obicei cu 
X, in timp ce reactiunile verticale cu Y. Indicii acestor reactiuni sunt dati de notatia 
reazemului în cauză. Toate aceste reactiuni nu reprezintă altceva decât acţiunea 
mediului înconjurător asupra 
corpului solicitat ае sarcini 
exterioare, acestea putându-se 
calcula din condiţiile de echilibru 
mecanic scrise pentru corpul 
studiat. Sá considerăm spre 
exemplu cazul unei grinzi simplu 
Fig. 1.28 rezemate în punctul A, articulate în 
punctul B, grindă solicitată de o 
forţă uniform distribuită p si o forţă concentrată P, (fig. 1.28). Datorită acţiunii 
forțelor p si P , la nivelul punctelor de reazem A si B se vor dezvolta reactiunile Y4, 
Xs şi Ya. 


Reprezentare 
simbolicá 


Y, Y, 


Fig. 1.29 


Dupá cum s-a specificat in cele de mai sus, aceste reactiuni se pot calcula 
utilizând condiţiile de echilibru mecanic scrise pentru grinda solicitată atât de 
sarcinile exterioare initiale p si P dar şi de reactiuni (acestea din urmă trebuind a fi 
privite ca sarcini efective ce solicită corpul investigat — grinda, în cazul de faţă). Cu 
alte cuvinte sarcinile exterioare initiale p si P împreună cu reactiunile nu reprezintă 
altceva decât un sistem global de sarcini exterioare aplicate grinzii aflate în 
echilibru mecanic, (fig. 1.29). 
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1.7 ECUATII DE ECHILIBRU 


Ecuatiile de echilibru reprezintă expresia matematică a echilibrului unui corp 
sau structură mecanică aflate sub acţiunea unor sarcini exterioare (sarcini şi 
reactiuni, ca un sistem global). În cazul problemelor din plan (probleme 2D) 
condiţiile de echilibru constau în două ecuaţii reprezentând suma proiectiilor forţelor 
după două direcţii oarecare din plan, perpendiculare între ele, şi o ecuaţie 
reprezentând sumă de momente într-un punct oarecare al planului. 

Se consideră spre exemplu grinda din figura 1.30, simplu rezemată în punctul 
A şi articulată în punctul B, grindă solicitată la exterior de forţa concentrată P. 


P 


Fig. 1.30 


Datorită acţiunii acestei forte concentrate se dezvoltă reactiunile specifice 
reazemelor: Үд, Ха, Үд. Pentru aceste cazuri, orice problemă de Rezistenţa 
materialelor trebuie să debuteze cu determinarea reactiunilor necunoscute. Pentru 
scrierea condiţiilor matematice de echilibru mecanic se alege un sistem de referinţă 
(OXY) de tipul celui reprezentat în figura 1.30. Se pot scrie apoi cele trei ecuaţii de 
echilibru după cum urmează: 


e sumă de forte după direcţia OX egală cu zero: 
$Xx-202X,-0. 
e sumá de forte dupá directia OY еда!а cu zero: 
Уу Ү=бь»Ү,+Ү,-Р=0=Ү,+Ү,=Р. 
e sumá de momente їпїг-ип punct oarecare (spre exemplu punctul B) еда!а 
CU Zero: 


P(a 4 b) 


YM, =0> P(a+b)-Yb=0>Y,= 


Substituind Y4 în У Y =0 se poate scrie: 
В(а-5) РЬ-Ра-РЬ Pa 


Y -P-Y =P . 
i : b b b 
Rezultă aşadar în final valorile reactiunilor: 
Р(а-5 Ра 
Хус Эн l ) y, яа 


Semnul minus pentru Үд indică faptul că sensul fizic real al acestei reactiuni este 
opus celui reprezentat in figura 1.30. 
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Odată ce s-au calculat aceste reactiuni nu se va mai face nici un fel de distincţie 
între sarcinile date iniţial (în cazul de 
față forţa P) şi aceste reactiuni, toate 
aceste reprezentând un sistem de 
sarcini ce solicită la exterior corpul 
investigat, aflat în echilibru mecanic, 
(fig. 1.31). 

Urmând acelaşi raţionament, în 
cazul problemelor din spaţiu (3D) vor 
exista şase ecuații de echilibru 
mecanic: trei ecuaţii de proiecţii de forţe după trei direcţii perpendiculare din spaţiu 
şi trei ecuaţii de momente. 


Fig. 1.31 


EXEMPLE DE CALCUL 


Sá se determine valorile reactiunilor pentru barele din figurile de mai jos, 
utilizându-se ecuaţiile de echilibru mecanic ce se impun. 


Р УХ-0-»Х,-0: 
YY-202Y,«Y,-P-0; 


Оо x 
2 | УМ,-0-Ү,-Р-5-0. 
y 
Rezultá valorile reactiunilor: 
ГР ge 4 qe р 


A ni B Л 
УХ-0-Х,-0: 
УҮ-0-Ү,-Ү,-3Р-0: 
УМ,-0-»Ү,(800-600)-Р(400--600)-2Р-300-0: 
Vor rezulta ín final: 

Y, -11428 N; 

Y, 2185,72 №; 

X, =0. 


dici ^ 


4,710 КМ. 


УҮ-0-ү, Pr 2-0; 


22 КМ. 


B 


YM,-20220- 10/23- 5.2.1- M , =0; 
ис Rs 
20 


Fig. 1.35 
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УХ =0= Х,-20^— =0= X, = AMEN; 


/2 


ХҮ-0-»Ү, B x Qr 
Y, +Y, 224M02 EN. 
YM, -0— 1,1500 10-1000- 20-5002 =; 


Y, 21138 kN. 
Vor rezulta їп final: 


X , 214142 КМ: Y, 212,762 kN; Y, 21138 kN. 
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2. EFORTURI SECTIONALE ÎN BARE STATIC 


DETERMINATE 


2.1 CALCULUL EFORTURILOR SECTIONALE 


Se consideră un corp de o formă oarecare, solicitat la exterior de un sistem 


Fig. 2.1 


de sarcini aflate în echilibru mecanic (fig. 
2.1). Datorită acţiunii acestor sarcini 
exterioare їп corpul solicitat se for 
dezvolta forte interioare sau eforturi. Dacă 
aceste eforturi depăşesc anumite valori 
critice corpul se va distruge. Una dintre 
metodele cele mai cunoscute pentru 
determinarea eforturilor este metoda 
sectiunilor. Această metodă se уа 
prezenta pe scurt în cele ce urmează. 

Fie din nou cazul corpului 
reprezentat în figura 2.1, corp solicitat de 


un sistem de sarcini exterioare aflate în echilibru mecanic. Metoda sectiunilor 
constă in sectionarea corpului solicitat printr-un plan imaginar л, având o orientare 
oarecare în spaţiu, plan dus printr-un punct oarecare al corpului (fig. 2.2). În urma 
sectionárii cu planul z vor rezulta două segmente distincte de corp (fig. 2.3), 


Sp Segmentulll . 
de bară 


Fig. 2.4 


Ss Sp 


P, 
Fig. 2.3 


suprafetele din stánga (Ss) si din dreapta 
(Sp) reprezentánd suprafetele plane din 
interiorul corpului, obtinute prin sectionare, 
suprafeţe aflate în contact înainte de 
sectionare. Cele două segmente de corp 
obţinute în urma sectionárii (Segmentul I şi 
Segmentul Il) nu vor mai fi în echilibru 
mecanic în starea reprezentată în figura 2.3. 
Pentru a readuce segmentul 11 de corp (spre 
exemplu) din nou în echilibru (aşa cum 
acesta este de fapt în starea iniţială — fig. 
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2.2) va trebui sá se considere si actiunea segmentului / de corp asupra segmentului 
Il. Această acţiune se poate reduce în centrul de greutate О al suprafeţei Sp la о 
forţă rezultantă R şi un moment rezultant M (fig. 2.4). Cu alte cuvinte R si M 
reprezintă acţiunea segmentului / de corp asupra segmentului //, ca un efect 
mecanic global ce se dezvoltă la nivelul întregii suprafeţe de sectionare Sp. 

De fapt acest efect mecanic se 
dezvoltă în interiorul corpului în starea din 
figura 2.2. Mai mult decât atât trebuie 
observat şi faptul cá M şi R reprezintă 
efectul acţiunii tuturor sarcinilor exterioare 
aplicate pe segmentul / de corp (P;, P, şi М; 
— fig. 2.2), efect ce se dezvoltă în interiorul 
corpului, la nivelul suprafeţei de sectionare 
Sp. Forţa rezultantă R şi momentul rezultant 
M se numesc forțe interioare sau eforturi. 
Sub acţiunea acestor eforturi şi a sarcinilor 
exterioare Р, Р, М, segmentul // de corp 
Fig. 2.5 va fi din nou în echilibru mecanic (aga cum 

цэ acesta este de fapt in starea din figura 2.2). 
Valorile eforturilor R si M se pot deduce folosind ecuatiile de echilibru mecanic. 
Acelasi rationament se poate aplica si segmentului / de corp, la nivelul 
suprafetei de sectionare Ss dezvoltándu-se eforturile R si M (fig. 2.5). Din legea 
actiunii si reactiunii se poate scrie: 


Segmentul | 


Р, 


Întreaga metodologie expusă 
mai sus pentru un corp oarecare se 
poate particulariza şi pentru cea 
mai simplă categorie de corpuri: 
bara (fig. 2.6). Trebuie menţionat 
faptul са ріп bara static 
determinatá se intelege o bará 
pentru care reactiunile se pot 
determina complet doar din 
conditiile de echilibru mecanic. 
După determinarea acestor 


7. 
Sp Segmentul Il de bară 
Fig. 2.7 Fig. 2.8 
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reactiuni bara din figura 2.6 este de fapt un corp oarecare aflat sub acţiunea unui 
sistem de sarcini exterioare (ansamblul sarcini exterioare initiale şi reactiunile 
aferente) aflate în echilibru mecanic. Sectionánd bara din figura 2.6 printr-un plan 
oarecare, perpendicular pe axa barei, pe suprafaţa de sectionare Sp aparţinând 
segmentului // de bară (metoda sectiunilor) se vor dezvolta eforturile sectionale R şi 
M (fig. 2.7). Se ataşează segmentului de bară din figura 2.7 un sistem de referinţă 
triortogonal drept (Oxyz), având originea O în centrul de greutate al suprafeţei de 
sectionare Sp. Axa Ox este axa barei (perpendiculară pe suprafaţa de sectionare 
Sp), pe când axele Oy respectiv Oz sunt conţinute în planul suprafeţei de 
sectionare Sp. Forţa rezultantă R şi momentul rezultant M se pot descompune în 
sistemul de referinţă ales astfel: 

- Rin componentele: N, T, şi T; 

- Min componentele: М,, My, şi Miz. 
Fiecare din cele şase componente astfel rezultate poartă o denumire particulară si 
produce un efect particular asupra corpului solicitat (în cazul de faţă bara), după 
cum urmează: 


N: forța axială — reprezintă componenta lui R după axa Ox. Această componentă 
măsoară forţa de tracţiune sau de compresiune ce solicită suprafaţa de 
sectionare Sp, acţionând perpendicular pe aceasta. Prezenţa unei forte de 
tracţiune va determina alungirea barei pe când o forţă de compresiune scurtarea 
acesteia. 


T, si Tz: forțele táietoare - reprezintă componentele lui R după axele Oy şi 
respectiv О,. Cele două forte tăietoare sunt de fapt componentele forţei tăietoare 
T situată în planul Oyz, forţă ce are un efect de tăiere (de forfecare) a suprafeţei 
de sectionare Sp. 


Му: momentul de torsiune (rásucire) - reprezintă componenta lui M după аха Ox. 
In cele mai multe aplicaţii această componentă se notează cu M,, reprezentând 
efectul de răsucire (torsiune) asupra corpului solicitat (bara). 


Mi, şi Miz. momentele încovoietoare - reprezintă componentele lui M după axele 
Oy şi respectiv О,. Cele două componente sunt implicate în efectul de 
încovoiere resimţit de către corpul solicitat (bara). 


Componentele N, Ty, T}, М, (sau M), Му, Miz se numesc tot eforturi sectionale. 
Fiecare dintre aceste şase componente produc un anumit tip de solicitare la 
nivelul suprafeţei de sectionare investigate, după cum urmează: 


e N: solicitare axială (întindere sau compresiune); 

e T,şi Tz forfecare; 

e Mk torsiune sau răsucire; 

e My si М: încovoiere (după axa Oy respectiv аха OZ). 


Prezenţa în secţiunea studiată a barei a unui singur tip de efort determină o 
solicitare simplă  (întindere/compresiune, forfecare, torsiune sau  încovoiere). 
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Prezenta simultaná a douá sau mai multe tipuri de eforturi sectionale determiná o 
solicitare compusá. 

Se va adopta urmátoarea conventie de semne: 

e eforturile sectionale: N, T, şi T; vor fi considerate prin convenţie pozitive 
atunci când sensul lor este opus sensului axelor în lungul cărora acţionează 
(fig. 2.8); 

e eforturile sectionale: Mx, М, si Miz vor fi considerate prin convenţie pozitive 
atunci când sensul lor corespunde sensului axelor în lungul cărora 
acţionează (fig. 2.8). 

Din cele prezentate mai sus apare ca evident faptul că efectul resimţit în interiorul 
unui corp solicitat la exterior de un 
sistem de sarcini în echilibru 
mecanic depinde de modul în care 
este selectat şi orientat planul de 
sectionare л. În particular, dacă 
sarcinile exterioare acţionează 


M;-M, MM; 


Convenţia 


pozitivă de 
semne 


=I, într-un singur plan (spre exemplu 

s s Oxy — cazul cel mai frecvent 
p 5 intálnit) cele sase componente ale 
Fig. 2.9 efortului global reprezentate їп 


figura 2.8 se reduc la doar trei: 
forţa аха (N), forta tăietoare (T) si momentul încovoietor (М). Într-un astfel de 
caz, pentru problemele din plan, convenţia pozitivă de semne se va lua ca în figura 
2.9. Convenţia pozitivă de semne reprezentată în figura 2.9 va fi utilizată în 
trasarea diagramelor de eforturi sectionale la bare. Aşa după cum se va arăta mai 
târziu, convenţia pozitivă de semne referitoare la suprafaţa de sectionare Sp va fi 
utilizată în cazul parcurgerii barei de la stânga la dreapta în timp ce convenţia 
pozitivă de semne referitoare la suprafaţa de sectionare Ss va fi utilizată în cazul 
parcurgerii barei de la dreapta la stânga. 


2.2 RELAŢII DIFERENŢIALE ÎNTRE SARCINI, FORŢE TĂIETOARE ŞI 
MOMENTE INCOVOIETOARE 


Se consideră o bară simplu rezemată AB, de lungime /, solicitată de o 
sarcină uniform distribuită p (fig. 2.10a). Fie C şi C' două puncte ale barei, puncte 
situate la o distanţă infinit mică dx unul faţă de celălalt. 


p = p(x) 


Fig. 2.10 
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Se detaşează segmentul de bară CC' si se reprezintă separat (fig. 2.10b), 
împreună cu sarcinile aferente acestui segment: 


e Partea de sarcină corespunzătoare segmentului СС’ (forţa distribuită р ce 
acţionează pe lungimea dx); 


e Eforturile sectionale aferente suprafeţelor de sectionare (M; şi T, împreună 
cu variațiile acestora în lungul segmentului de bară — ат şi dMj). Aceste 
eforturi sectionale modelează de fapt interacţia dintre segmentul de bară şi 
materialul înconjurător al barei, interactie datorată acţiunii sarcinii exterioare 


p. 
Dat fiind faptul cá distanţa dintre secţiunile C si C’ este infinit mică (dx), sarcina p se 
poate considera ca fiind uniform distribuită pe această lungime, acţiunea acestei 
sarcini putând fi substituită de către rezultanta R egală cu pdx (fig. 2.11). 


Fig. 2.11 


Din condiţiile de echilibru mecanic ale segmentului СС” se pot scrie următoarele 
ecuații: 
e Suma forţelor ce acţionează pe verticală este zero: 
УЕ, =0>T+dT + páàx-T -0. 


Rezultă că: 
pdx = -dT . 
Їтраг ла membru cu membru prin dx se obţine: 
dT 
2-0, 2.1 
ma (2.1) 


e Sumá de momente în punctul C’ este zero: 
2 M - 0-5 M dM + pdr: - M - Táx-0. 
Cel de al treilea termen al ecuatiei 2m fiind un infinit mic de ordin superior se 
poate neglija in raport cu ceilalti membri, rezultánd їп felul acesta 


dM = Tdx 
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sau 
dM 4 (2.2) 
dx 
Relatiile (2.1) si (2.2) se pot scrie intr-o singurá relatiesub forma: 
d'M dT 
m 2.3 
xc Ка: (2.3) 


Relaţiile de mai sus se pot utiliza cu succes în trasarea diagramelor de forte 
tăietoare şi momente încovoietoare la bare. În general vorbind, diagramele de 
eforturi sectionale (diagramele de forte axiale, forte tăietoare, momente de torsiune 
şi momente încovoietoare) sunt reprezentări grafice prin care se pot vizualiza 
valorile eforturilor sectionale în fiecare secţiune transversală a unei barei solicitate 
la exterior de un sistem de sarcini aflate în echilibru mecanic. 

În particular, relaţiile (2.1), (2.2) şi (2.3) reflectă o serie de reguli ce se pot 
folosi cu uşurinţă în trasarea diagramelor de forte tăietoare şi momente 
încovoietoare după cum urmează: 

e Forţa distribuită p măsoară panta tangentei din diagrama de forte tăietoare T. 
Dacă p=0, forţa táietoare Т va fi constantă; 

e Punctul în care pe bară acţionează o forţă concentrată perpendiculară pe axa 
barei reprezintă un punct de discontinuitate în diagrama de forţe tăietoare, 
punct în care se înregistrează un salt în această diagramă, valoarea saltului 
fiind egală cu valoarea forţei concentrate aplicate; 

e Relaţia (2.2) indică faptul că panta tangentei din diagrama de momente 
încovoietoare este dată de valoare forţei táietoare T. Acest lucru rămâne 
valabil pentru orice punct în care forţa tăietoare este bine definită (cu alte 
cuvinte în orice punct în care nu există o forţă concentrată perpendiculară pe 
axa barei); 

e Relaţia (2.2) semnifică şi faptul cá 7=0 în punctele în care momentul 
incovoietor M; ай де un extrem local (maxim sau minim). Această 
proprietate facilitează determinarea punctelor în care o grindă (o bară 
solicitată la încovoiere poartă numele de grindă) prezintă pericolul ruperii 
datorate atingerii unei valori extreme de către momentul încovoietor; 

e În punctele în care pe o grindă este aplicat un moment încovoietor concentrat 
M; , în diagrama de momente încovoietoare se va înregistra un salt, valoarea 
saltului fiind egală cu momentul încovoietor concentrat aplicat. 

e Din relaţia (2.3) rezultă faptul că gradul funcţiilor creşte cu o unitate de la 
sarcina aplicată p, la forţa tăietoare Т si de la forţa tăietoare 7 la momentul 
încovoietor М, Spre exemplu, pentru o forţă uniform distribuită p, forţa 
tăietoare Т va avea o variaţie liniară iar momentul încovoietor M; o variaţie 
parabolică. Dacă p are o variaţie liniară, T va avea o variaţie parabolică iar М; 
va fi o funcţie de gradul trei. 


Utilizând regulile de mai sus, diagramele de forţe tăietoare T(x) şi momente 
încovoietoare М(х) se pot trasa chiar şi fără a fi nevoie să se calculeze aceste 
eforturi sectionale în fiecare punct al barei ci doar în câteva puncte particulare. 

Pentru trasarea diagramelor de eforturi sectionale se parcurg următoarele etape: 
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Se notează punctele importante ale barei, prin punct important înțelegând 
acel punct în care apare o schimbare vizavi de geometria barei, de încărcare 
sau de modul de rezemare. Punctele de reazem se notează cu litere mari A, 
B, C etc. pe când celelalte puncte importante cu cifre: 1,2,3 etc.; 

Două puncte importante succesive definesc o porţiune de bară; 

Se determină reactiunile din reazeme (acolo unde este necesar acest lucru); 

Se alege un sens de parcurs al barei (de la stânga la dreapta, de la dreapta 
la stânga sau combinat); 

Pentru fiecare porţiune distinctă a barei se consideră o secţiune transversală 
curentă situată la distanţa x de capătul porțiunii respective; 

Pentru fiecare astfel de secţiune considerată se calculează eforturile 
sectionale N, T, M; si М; ca funcţii de x: N(x), T(x), M(x) şi МАХ), 

În final se trasează funcţiile N(x), T(x), Mix) si Мух) pe toată lungimea barei. 


2.3 EXEMPLE CU PRIVIRE LA PRINCIPALELE TIPURI DE DIAGRAME 


2.3.1 DIAGRAME DE FORŢE AXIALE 


Exemplul 1 


Sá se traseze diagrama de forțe axiale pentru bara de secţiune constantă din figura 2.12, 
bară încastrată la un capăt şi solicitată de două forțe concentrate P şi 2P. 


sensul de parcurgere >>>> 


Fig. 2.12 


Deşi exemplul considerat este deosebit de simplu, înțelegerea modalității de trasare а 
diagramei de forte axiale într-un astfel de caz va permite abordarea oricărei alte probleme 
de reprezentare a diagramelor de eforturi sectionale, oricât de complicate ar fi geometria 
barei şi încărcarea exterioară. În acest sens se parcurg următorii paşi: 


Pasul 1: se stabilesc punctele importante ale barei: 1,2 şi A; 
Pasul 2: porțiunile distincte ale barei sunt: 1-2, 2-A; 
Pasul 3: valoarea reacţiunii se poate determina din condiția de echilibru: 


YF,-02P-*2P-X,-02X4-3P; 


Pasul 4: se alege un sens de parcurgere a barei (sá zicem de la stánga la dreapta); 
Pasul 5: se va aborda prima porţiune a barei (1-2) considerându-se o secţiune 
transversală curentă a barei, situată la distanţa x faţă de capătul 1 al porțiunii 
(metoda sectiunilor). Privind înspre stânga secţiunii curente considerate se 
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constată faptul că singura forță axială dezvoltată pe secţiune este egală cu 
forța P. Pentru orice valoare a lui x cuprinsă între 0 si a forța axialá rămâne 
constantă. Drept urmare, pe porțiunea 1-2 a barei N-P. Diagrama de forță 
axială corespunzătoare se trasează în raport cu o linie de referinţă paralelă 
cu axa barei, haşurându-se apoi prin linii perpendiculare pe linia de referinţă 
şi trecându-se semnul corespunzător convenției de semne („+” în cazul de 
faţă). Dat fiind faptul că sensul de parcurs al barei s-a luat de la stânga la 
dreapta, se va adopta convenţia pozitivă de semne 1 din figura 2.12b. 
Urmând aceeaşi metodologie, forța axială pe porțiunea 2-A a barei va fi: 


Nu > P+2P=3P=ct. 


Trebuie menţionat şi faptul că porțiunea 2-A, spre exemplu, ar fi putut fi abordată la 
fel de bine şi de la dreapta la stânga. In acest caz se va considera o secţiune transversală 
curentă a barei situată la distanţa x de capătul A al porțiunii şi, privind spre dreapta de astă 


dată, se poate scrie: 


N42 = Хал = ЗР (adică aceeaşi valoare ca mai sus) 


Dacă bara se parcurge de la dreapta la stânga se va adopta convenţia pozitivă de 


semne ll din figura 2.12b. 


Pasii de mai sus se vor parcurge pentru orice alt exemplu legat de trasarea 
diagramelor de eforturi sectionale la bare, oricát de complicatá ar fi geometria barei si 
oricât de complicată ar fi solicitarea exterioară a acesteia sau dacă eforturile sectionale nu 
sunt forţe axiale şi forțe tăietoare, momente încovoietoare sau momente de torsiune. 

Cele două alte exemple ce urmează nu vor mai fi însoţite de explicaţii suplimentare. 


Portiune 2-A: 


N(x) = 20 + 10 + 5x = 30 +5x; | 
x 


Exemplul 2 


Sá se traseze diagrama de forţe axiale pentru bara 
rezemată si solicitată ca în figura 2.13. 


Portiunea 1-2: 
М(х) = 6; 
Portiune 2-A: 
N(x) = ЗР = ct. 
Exemplul 3 


Sá se traseze diagrama de forte axiale pentru bara 
reprezentatá in figura 2.14 


УЕ, = 0; Ха - 20 - 10 - 5:2 = 0; 


ХА =40 KN. 
Portiunea 1-2: 
N(x) = 20 kN; 


х=0; N,-30kN; 
-2m; N,-40kN. 
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2.3.2 DIAGRAME DE FORŢE TĂIETOARE ŞI MOMENTE 
INCOVOIETOARE 


În figura 2.15 s-a reprezentat o grindă simplu rezemată solicitată de o forţă 
concentrată P, în reazeme dezvoltându-se reacţiunile Үд şi Үд. Pentru moment se 
va neglija masa proprie a grinzii, luându-se în considerare doar efectul forţei 
concentrate exterioare P. Aplicând metoda sectiunilor se consideră că planul 
„explorator” d-d, perpendicular pe axa grinzii, situat la distanţa x de punctul A, 
împarte grinda în două segmente distincte. 


Încărcarea grinzii 


Fig. 2.15 


Izolând segmentul stâng al grinzii rezultat în urma sectionárii cu planul d-d (fig. 
2.16) se constată faptul că singura forţă exterioară ce acţionează asupra acestuia 


Ү, х 


Segmentul drept 


Segmentul stáng Fia. 2.16 
ig. 2. 


este reacţiunea Үд. Pentru a se menţine echilibrul acestui segment de grindă 
eforturile sectionale ce se dezvoltă la nivelul secţiunii d-d a grinzii vor trebui să 
contracareze acţiunea lui Үд, conducând în felul acesta la satisfacerea condiţiilor de 
echilibru static. Cum în acest caz forţa exterioară Үд are direcţie verticală, condiţia 
de echilibru X Fx = 0 (аха x fiind axa segmentului si implicit cea a grinzii) este în 
mod automat îndeplinită. 

Din condiţia de echilibru a segmentului stâng pe direcţie verticală va rezulta 
că forţa táietoare T va fi egală cu YA. Cu alte cuvinte forţa tăietoare din grindă la 
nivelul planului de sectionare considerat va fi egală cu suma tuturor forţelor 
verticale ce acţionează pe grindă /a stânga planului de sectionare. Din legea 
acţiunii şi reacţiunii, pe aceeaşi suprafaţă de sectionare dar aparţinând segmentului 
drept de grindă, se va dezvolta aceeaşi forţă tăietoare T, de aceeaşi valoare, care 
se poate deci calcula şi ca sumă a tuturor forţelor verticale ce acţionează pe grindă 
la dreapta secţiunii d-d, adică pe segmentul drept de grindă. În consecinţă, forta 
tăietoare Т ce se dezvoltă în interiorul grinzii studiate, la nivelul planului de 
sectionare curent d-d, se poate calcula ca fiind suma tuturor forţelor verticale ce 
acţionează la stânga sau la dreapta suprafeţei de sectionare: 
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т-(УЕ,) sau Т=(УР,),, (2.4) 


unde indicii ,S" si ,D" sugerează faptul cá suma forţelor verticale include doar 
fortele aflate la stánga respectiv la dreapta planului de sectionare d-d. 

Ín conformitate cu conventia pozitivá de semne (fig. 2.12b), dacá grinda se 
parcurge de la stánga la dreapta fortele verticale se vor considera pozitive dacá 
acţionează de jos în sus (fig. 2.17). Convenţia pozitivă de semne produce efectul 
reprezentat în figura 2.17, adică o forţă de forfecare pozitivă tinde să deplaseze 
segmentul stâng în sus relativ la segmentul drept şi invers. 


Fortá tăietoare pozitivă Fortá tăietoare negativă 
Fig. 2.17 


Toate cele prezentate mai sus cu referire la forţa táietoare Т sunt valabile în 
principial şi pentru momentul încovoietor M; Astfel, pentru echilibrul complet al 
segmentelor de grindă reprezentate în figura 2.16, momentul încovoietor M, ca 
efort sectional la nivelul suprafeţei de sectionare curente d-d, va fi reprezentat de 
către suma tuturor momentelor încovoietoare de la stânga sau de la dreapta 


secţiunii considerate: 
м,=(Ум), =(м),, (2.5) 


unde indicii ,S" si „2” sugerează faptul cá suma momentelor include doar 
momentele aflate la stánga respectiv la dreapta planului de sectionare d-d 
considerat. 

Momentul încovoietor М, ca efort sectional, poartă această denumire dat 
fiind faptul că acesta tinde să încovoaie grinda. Conform convenției de semne (fig. 
2.12b), momentul încovoietor este considerat pozitiv dacă produce încovoierea 
grinzii ca în figura 2.18a şi negativ dacă produce încovoierea grinzii ca în figura 


Moment încovoietor pozitiv Moment încovoietor negativ 
Fig. 2.18 
În concluzie, forţa táietoare T şi momentul incovoietor M, ca eforturi 
sectionale, în orice secţiune transversală a unei grinzi, se pot scrie din punct de 


vedere matematic sub forma: 
r- E) E -(X 5), 


M, = (EM), =(у м), 


cu aplicarea conventiilor de semne in conformitate cu cele specificate. 
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Exemplul 1 


Sá se traseze diagramele de forte tăietoare şi momente încovoietoare pentru grinda 
încastrată din figura 2.19. 


Se observă faptul că eforturile sectionale din secţiunea curentă a grinzii, secţiune 
situată la distanţa x de capătul 1 sunt: 

e Forța táietoare: T = -Р; 

А | х=0 > М is =0; 
e Momentul încovoietor: М,--Р -xi Л" M, —€—À 
A 

Ín figura 2.19 se poate observa cá valorile 
negative din diagrama de momente încovoietoare 
s-au reprezentat deasupra liniei de referin(á. S-a 
convenit ín felul acesta pentru cá o astfel de 
reprezentare (1-5 deasupra şi “+” dedesuptul liniei 
de referinţă) oferă o imagine a modului în care se 
deformează grinda solicitată la încovoiere de către 
sarcinile exterioare. 


Exemplul 2 


Sá se traseze diagramele de forțe táietoare şi 
momente  încovoietoare pentru grinda simplu 
rezemată la capete din figura 2.20, grindă de 
lungime / şi solicitată de o forţă concentrată P. 

Din ecuaţiile de echilibru static rezultă 
valoarea геасііипіїог: 


ё £ 


Pe porțiunea A-1, în sectiunea transversală curentă 
situată la distanța x de capătul A se obţine: 


T= Y4 = constant; 


М;= Y4- x: 


Ca urmare, momentul încovoietor variază liniar de 
la valoarea 0 (pentru x=0) la valoarea 
M D pentru x-a, ín timp ce for(a táietoare 
rămâne constantă (Т-Үд) Chiar dacă problema este deosebit de simplă este та! 
convenabil ca сеа de a doua porțiune de grindă să fie abordată de la dreapta la stânga. 
Astfel, considerând o secţiune transversală curentă situată la distanţa x de capătul B, 
privind înspre dreapta şi utilizând convenţia adecvată de semne se obţine: 


B-1: 
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„Eforturi sectionale în bare static determinate . 


Se pot acum trasa diagramele de forțe tăietoare şi momente încovoietoare (fig. 2.20). Pe 
porțiunea B-1 forța táietoare este tot constantă (Т=-Үв) iar momentul încovoietor variază 


Pab 


tot liniar de la valoarea О în punctul B la valoarea M m în punctul 1 (pentru x=b). 


Observaţii importante: 


Ori de câte ori pe grindă acţionează o forţă concentrată perpendiculară pe 
axa grinzii, în diagrama de forţe tăietoare apare un salt, valoarea saltului fiind 
egală chiar cu respectiva forţă concentrată. În cazul din figura 2.20, în 
punctul 7 apare un astfel de salt egal cu P: 


Pb | Ра _P(a+b)_P-/ 
АЕ. / / 


= Р. 


раса pe о anumitá portiune a grinzii forta táietoare este constantá, momentul 
încovoietor are o variaţie liniară. 
Parcurgând grinda de la stânga la dreapta pe porţiunea A-7 şi apoi de la 
dreapta la stânga pe porţiunea B-7, dat fiind faptul că în punctul 7 nu există 
moment încovoietor concentrat pe grindă (ca sarcină exterioară), în diagrama 
de momente încovoietoare nu va exista salt la nivelul punctului 7. Din acest 
motiv, după parcurgerea portiunilor A-7 si B-1 în punctul 7 se va ajunge cu 
aceiaşi valoare (Pab//). 
Alegerea sensului de parcurs al grinzii nu este unică. Se poate alege sensul 
de la stânga la dreapta, de la dreapta la stânga sau combinat, în aşa fel încât 
volumul de calcul să fie cât mai mic cu putinţă. 
În calculul de proiectare a unei grinzi de tipul celei din figura 2.20, trebuie 
specificat faptul că rezistenţa acesteia depinde în mod fundamental de 
valoarea absolută maximă |M; |max a momentului încovoietor din diagramă (їп 
Pab ) 


cazul de fatá Mi 2 T 


Din exemplul anterior se poate constata faptul cá, in cazul in care o grindá 


este solicitată doar de către forte concentrate exterioare, forţa táietoare pe 
porțiunile situate între punctele de aplicaţie ale forţelor este constantă iar 
momentul încovoietor are o variaţie liniară. 


5 kN 10 kN 


Exemple numerice 


1. Sá se traseze diagramele de forțe tăietoare şi 
momente  încovoietoare pentru о grindă simplu 
rezemată la capete şi solicitată ca în figura 2.21. 


Determinarea reactiunilor. 
ZFS 0; = Ү,-5 - 10+ Ув= 0 => Ү, + Үв= 15 ЕМ; 
УМа=0; > Үв:4- 10.3 - 5: 1=0 = Үв= 8,75 kN; 


УМв= 0; > Ү:4- 5:3 -10.1=0 => Ү, = 6,25 kN. 
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Rezistenţa materialelor — solicitări simple 


Porțiunea А-1: 
T-Y476,45kN ; 


Mi= Үд х; х=1т > Mj = 625: т. 


Portiunea 1-2: 
Т= Үд -5=6,25-5=1,25 kN; 
М = Ү, (1+ х) - 5х. 
Rezultă са: 
х= 0 SM, =6.25 kN-m; 
х=2т= М -625-(142)-5.2-8/75 ЕУ. m. 
Pentru ultima porțiune a grinzii este convenabil ca parcurgerea acesteia să se facă de la 
dreapta la stánga. 


Portiunea B-2 
T=- Yg —-8,75 kN; 


x-0 5 M; =0; 


M; > Yp:x 


B 
х=1т > Mr —8/75.1-28,75kN - m. 


Se traseazá in final diagramele de forte 
tăietoare şi momente încovoietoare (fig. 
2.21). 


2. Sá se traseze diagramele de forţe axiale, 
forțe táietoare şi momente íncovoietoare 
pentru grinda din figura 2.22. 


Grinda din figura 2.22 poate fi reprezentată 
simplificat prin axa sa longitudinală (fig. 


2.23). Ca şi în exemplul precedent 
reacţiunile se роі determina utilizând 
condiţiile de echilibru static. Vor rezulta 
valorile acestor reactiuni: 


Xp = 10 kN; Ya = 22,5 kN; Yg = 2,5 kN. 


ЇЇ m 
T F^ 
@ Ч, m" 


Portiunea 1-A: 


= —10+/2 - cos 45 °= —10 kN; 
T = 105/2 - sin 45 °= —10 kN. 
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„Eforturi sectionale în bare static determinate . 


х=0 -эМ,-0, 
1 , 
M. --1042. - хэ-10х: | 
hid х=1т Бай? --10КХ-т. 
Portiunea A-2: 
N 2-104/2 - cos 45 °= —10 kN; 


T = -1042 -sin 45 °+Y, = –10+ 22,5 =12,5kN; 
x=0 = М, =—10 kN-m; 


мы ЕЙ : | 
M, , 21042 (1+ x)+Y, x= -10(1 + x)+ 22,5-x : vimus M E 


Si ín acest exemplu este convenabil ca ultima porțiune a grinzii să fie străbătută de la 
dreapta la stánga. 


Portiunea B-2: 
N 2-X, 2-10 kN; 


х=0 > М, =0; 
х=1т = М, = 2,5К№:т. 


[Ж 


М, | =Y; x=2,5-x: | 


Se pot acum trasa diagramele de forte axiale, forte tăietoare şi momente încovoietoare, 
(fig. 2.23). 
Este de notat faptul că: 

e Гоца axială are valoare constantă pe tot parcursul grinzii; 

e Гоца táietoare este constantă pe porţiuni cuprinse între două puncte importante ale 
grinzii; 

e momentul încovoietor are variaţie liniară; 

• Їп punctele în care pe grindă acţionează forțele concentrate perpendiculare pe аха 
grinzii, în diagrama de forțe tăietoare apar salturi, valoarea acestora fiind egală cu 
respectivele forte concentrate; 

e Dat fiind faptul că grinda nu este solicitată la exterior si de momente íncovoietoare 
concentrate, în diagrama de momente íncovoietoare nu apar salturi. 


3. Sá se traseze diagramele de forte tăietoare şi momente încovoietoare pentru o grindă 
simplu rezematá la capete şi solicitată la exterior de către o forţă uniform distribuită р, (fig. 
2.24). 


M; М; 
= + sy 
У 
Din motive de simetrie reactiunile vor fi: 
L 
Hue 


Sectionánd grinda la distanţa x de capătul A rezultă: 


T-Y,- px P. px: 
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„Rezistenta materialelor — solicitări simple . 


pt. 
x20; та 
yu T 20; 
2 
l 
х=; «ns 


2 2 
Se observă cá, în calcul, forța uniform distribuită p a fost înlocuită cu rezultanta acesteia 
px, rezultantă ce acţionează la jumătatea porțiunii de grindă considerate. Dat fiind faptul că 


la jumătatea grinzii, pentru x=/2, forța tăietoare este zero, în această secţiune momentul 
încovoietor va atinge o valoare maximă: 


2 2 
Mops PE E р( д PU 
2 2.2. 242 8 


Sarcina exterioară p este uniform distribuită (deci constantă), diagrama de forte táietoare 
este liniară iar cea de momente încovoietoare este o parabolă. În secţiunea în care T=0 
momentul încovoietor atinge o valoare de extremă. Se confirmă aşadar proprietăţile date 
de relațiile (2.1), (2.2) şi (2.3). 


4. Să se traseze diagramele de forte tăietoare şi momente încovoietoare pentru o grindă 
simplu rezemată la capete şi solicitată la exterior de către o forță p având variaţie liniară, 


(fig. 2.25). 
M; М; 
dor x e р 
y 


ZF, =0 Y ey = 20, 


> 


60 
УМв-0: md. су м 


ji ai Bu, 
_ Pot 6 


SM, =0 3,47 Pe-o; 


|a 4/37 0.5772 


4 
pen ! 


Fig. 2.25 


Utilizând prima ecuaţie de echilibru (УР, = 0) se poate verifica corectitudinea valorilor 
deduse pentru reacţiunile Үд şi Yp. 

Expresiile matematice ale forței tăietoare şi momentului încovoietor într-o secţiune 
curentă a grinzii, situată la distanţa x de capătul A sunt: 
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„Eforturi sectionale în bare static determinate. 


Р, Х, 
Т-Ү,- ЛЖ, 
M ey lit 
2 3 
Din triunghiurile asemenea formate se poate scrie: 
p. x х 
— = — c = =, 
р, p Px Po p 
expresie care înlocuită în relaţiile precedente conduce la: 
2 
TY р, х _ р „Ж ры PoX 
2 6 12 6 2f 


x=0; ps Bo, 
? 2 
xdv qued NS. me 
6 24 3 
: 2 3 [x 20; M, =0; 
М,-Ү,х Р, XX Pot маг _ pot X Pox 7 
2 3 6 L 6 6 66 |х=#; М, =0. 


Diagramele de forțe tăietoare şi momente íncovoietoare sunt reprezentate în figura 
2.25. Se observă şi aici faptul că, pentru o sarcină exterioară p distribuită liniar, forţa 
tăietoare este o parabolă iar momentul încovoietor o funcţie de gradul trei. Forţa tăietoare 
T intersectează axa x la o distanţă dată de rădăcina ecuaţiei 


2 
Ț = 02 Pol Рох гэлэн 28, 
6 21 43 


э, is : : ГЭРТ 
Ca urmare, valoarea maximá a momentului incovoietor se atinge pentru х=—= si este 
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“|| 20 A] -88) 
Зз) 6 үз 643) 943 
5. Sá se traseze diagramele de forte tăietoare şi momente íncovoietoare pentru o grindă 


simplu rezematá la capete si solicitatá la exterior de cátre un moment íncovoietor 
concentrat Mo, aplicat in punctul 1, (fig. 2.26). 


М, М, 
p 
У 


Dintr-un calcul simplu, ре modelul cazurilor 
precedente, rezultă valoarea celor două reactiuni: 


Semnul “minus” al reacţiunii Yg indică faptul că 
sensul fizic real al acesteia este opus celui 
reprezentat în figura 2.26. 
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Rezistenţa materialelor — solicitări simple 


Forţa tăietoare din orice secţiune a grinzii este 
constantă şi egală cu Mo / 7. Dat fiind faptul cá în 
punctul 1 al grinzii acţionează cu moment 
încovoietor concentrat, în diagrama de momente 
încovoietoare | va apare un punct de 
discontinuitate (momentul încovoietor 
înregistrează un salt egal chiar cu Мо). 


Fig. 2.27 Observaţie. 

Momentul concentrat din figura 2.26 se poate 
aplica, spre exemplu, prin intermediul a două forle concentrate egale şi de sensuri opuse, 
în conformitate cu reprezentarea din figura 2.27, unde Mo-P:d. 

Exemplu numeric 


Să se traseze diagramele de forțe tăietoare şi momente încovoietoare pentru grinda din 
figura 2.28. 


М; 


€ с) neg N A s 
Г PRAE БШ 


Reactiunile se determiná din conditiile de 
echilibru static, dupá cum urmeazá: 


ЗШЕ >ле 
Y, + Үв = 5; 
У Мв= 0; 5-3-10. 1-2,5+ Y4:2+15=0; 
Үл = - 2,5 kN; 
> Ma= 0; 5-1 -10-1-0,5+ 15- Үр: 2 = 0; 
7,5 Үв = 7,5 kN. 


Fig. 2.28 


Cu prima ecuatie de echilibru static se 
poate verifica faptul că valorile găsite pentru reactiunile Үд si Үз sunt corecte. 

Porțiunea 1-A: 

х= 0; T, -SKkN; 


Т-5-10-х: 
х-1т, Ї,з--5КМ. 


Cum la mijlocul porțiunii 1-A (pentru x-0,5m) forța tăietoare este zero, momentul 
încovoietor va înregistra în acest punct un maxim local. Acesta este un maxim doar pe 
porțiunea de grindă în cauză. Pentru alte porţiuni ale grinzii momentul încovoietor poate 
(sau nu poate) atinge valori mai mari. 


х= 0; М. =0; 
М, = 5х 10-х: = x Sx а xm М, =0; 
х-0,5т, M, =1,25 КМ:т. 
MAX 


Portiunea A-2: 


Т-5-10-1-Ү,-5-10-(-25Р-7,5ЮМ ; 
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„Eforturi sectionale in bare static determinate. 


Му=й+х)-10‹1(034+)4 7. 22577 
TATA Im M, =-7,5kN-m. 

Este mai avantajos din punctul de vedere al calculului ca ultima porţiune să fie abordată 

de la dreapta la stânga (adică de la punctul B la punctul 2). 


Porțiunea B-2: 
T --Y,-—1, kN; 


De notat faptul cá în punctul 2 în diagrama de momente încovoietoare apare un salt, 
valoarea saltului fiind egală cu momentul încovoietor concentrat aplicat la exterior pe 
grindă în acest punct. Prin aceasta se confirmă că diagrama este corectă. 


2.3.3 DIAGRAME DE MOMENTE DE TORSIUNE 


În subcapitolele precedente s-a discutat modalitatea de trasare a diagramelor 
de forte axiale, forte tăietoare şi momente încovoietoare. În cele ce urmează se va 
face referire la modalitatea de trasare a diagramelor de momente de torsiune 
(răsucire). 

Se spune că o bară este solicitată la torsiune (răsucire) atunci când în 
secţiunea transversală curentă a sa efortul global este reprezentat printr-o singură 
componentă (vectorul moment de torsiune, orientat în lungul axei barei). Pentru 
trasarea diagramelor de momente de torsiune se va utiliza aceeaşi metodă a 
sectiunilor, exact pe principiul prezentat la diagramele de forte axiale, forte 
táietoare şi momente încovoietoare. 


Exemplu 
Să se traseze diagrama de momente de torsiune pentru o bară încastrată la un capăt şi 
solicitată ca în figura 2.29. 
Din sumă de momente după axa Ox se 
obţine valoarea reacţiunii din punctul А: 
YM, =0> 
M, =M, +2M, & 3 L-AM,. 
Utilizând metoda sectiunilor si parcurgând 
bara de la punctul 1 la punctul A 


se obține: 
1-2 


M, = Mo 
2-3 


M, = M,42M, -3M, 
3-A 


M, x0; М, =3М; 
M,-M,*2M,* m:x- M, +2М, * —x; 
( х-40,М,-4М,. 
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„Rezistenta materialelor — solicitări simple . 


Este de notat faptul că, într-un astfel de caz, semnul momentelor de torsiune 
nu are nici o relevanţă fizică. Odată ce s-a stabilit semnul aferent primei porţiuni de 
bară abordate (prin reprezentarea diagramei de momente de torsiune de o anumită 
parte a liniei de referinţă) reprezentarea diagramei pe celelalte porţiuni se va face 
în consecinţă. Cu alte cuvinte diagrama de momente de torsiune se poate 
reprezenta deasupra sau sub linia de referinţă. Haşurarea diagramei nu se va mai 
face prin linii perpendiculare pe linia de referinţă (ca în cazul diagramelor de forţe 
axiale, forţe tăietoare şi momente încovoietoare) ci în modul din figura 2.29. Ca şi 
în exemplele precedente, în punctele în care la exterior apar momente de torsiune 
concentrate, în diagrama de momente de torsiune apar salturi, valoarea acestora 
fiind egală cu cea a respectivelor momente concentrate. 


2.4 PRINCIPIUL SUPRAPUNERII DE EFECTE 
Principiul suprapunerii de efecte reprezintă o consecinţă directă a 


comportamentului liniar-elastic al materialelor: efectul resimţit la nivelul oricărui 
punct al unei structuri mecanice liniar-elastice supuse acţiunii unor sarcini 


exterioare reprezintă suma 
efectelor resimtite Іа nivelul 
respectivului punct datorate 
fiecăreia dintre sarcinile exterioare 
acţionând separat. Utilizând acest 
principiu este posibil ca o problemă 
complicată să fie transformată în 
mai multe probleme simple a căror 
rezolvare să se poată face imediat. b. 

Spre exemplu, diagramele de forte 

tăietoare şi momente încovoietoare pentru grinda din figura 2.30a se pot obţine prin 
„însumarea algebrică” a celor trei diagrame reprezentate în figura 2.30b. 


Concluzie 


Trasarea diagramelor de eforturi (forte axiale, forte tăietoare, momente 
încovoietoare şi momente de torsiune) se poate face printr-o modalitate simplă: 
bara se sectioneazá transversal într-un punct curent iar la nivelul respectivei 
suprafeţe de sectionare se calculează aceste eforturi ce reprezintă de fapt suma 
tuturor forţelor sau momentelor exterioare ce acţionează la stânga sau la dreapta 
secţiunii considerate (utilizând convenţia de semne descrisă). În cazul diagramelor 
de forţe tăietoare şi momente încovoietoare pot însă apărea şi cazuri particulare. 
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Spre exemplu, prezenţa unei articulaţii intermediare (sau mai multor astfel de 
articulaţii) între diversele segmente ale unei grinzi oferă posibilitatea scrierii uneia 
sau mai multor ecuaţii suplimentare care să permită calculul reacţiunilor (exemplu 
comentat pe grinda din figura 2.31). 


Să se traseze diagramele de forțe tăietoare şi momente încovoietoare pentru grinda din 
figura 2.31, grindă ce prezintă în punctul 2 o articulaţie intermediară. 


Datorită prezenţei articulației 
intermediare în punctul 2, momentul 
încovoietor (ca efort sectional) în această 
secţiune a grinzii este zero. Pe de altă 
parte, tot acest moment  încovoietor 
reprezintă suma tuturor momentelor forțelor 
de la stânga secţiunii 2. Se poate scrie 
aşadar că: 

М,-0-» 
Y,:4a— p.2a-3az0— Y, =1,5ар. 


După ce a fost astfel calculată reacţiunea 
YA, trasarea diagramelor de forțe tăietoare 
şi momente încovoietoare se va face ca şi 
când în punctul A nu ar exista reazem ci 
doar reacţiunea ҮА (egală cu 1,5ap), văzută 
ca forță exterioară efectivă ce solicită 
grinda în acest punct. În final diagramele de forte tăietoare şi momente încovoietoare sunt 
cele trasate în figura 2.31. 


Fig. 2.31 


2.5 SARCINI MOBILE 


Un camion sau orice alt autovehicul ce se deplasează pe şosea sau 
traversează un pod constituie un sistem de forţe concentrate mobile, situate la o 
distanţă constantă între ele. În general, pentru o grindă solicitată la încovoiere de 
un sistem de forte mobile, momentul 
încovoietor maxim se dezvoltă în dreptul 
uneia dintre aceste forte. Drept urmare 
problema constă în determinarea 
momentului încovoietor pentru fiecare 
fortă în parte, respectiv pentru poziția 
forţei care induce un moment încovoietor 
maxim. Cea mai mare dintre aceste 
valori calculate va reprezenta momentul 
încovoietor maxim, ce va fi introdus ulterior ca dată de intrare în calculul de 
proiectare a grinzii. 

În figura 2.31, Ру, P», Рз si P4 reprezintă un sistem de forte mobile situate la 
distantele a, b si c una fatá de alta. Aceste forte se deplaseazá ca un tot unitar 
peste grinda de lungime /, simplu rezemată la capete. Sá fixăm pentru moment 
poziţia forţei P» pentru care momentul încovoietor indus de această forță este 
maxim. Dacă se notează cu R rezultanta forţelor de acţionează asupra grinzii şi cu 
e poziţia amintită a forţei P», valoarea reacţiunii din reazemul din stânga este 


Fig. 2.32 
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„Rezistenta materialelor — solicitări simple 
R 
Y; л. LE 


Momentul incovoietor dat de cátre forta P» este: 


M, - М), = М,-20 е-х):х-В:а. 


Pentru a calcula valoarea lui x corespunzátoare momentului maxim М» se pune 
conditia ca derivata lui М» sá fie egalá cu zero, obtinándu-se 
ам 
ах 


2 -24 е-2х)=0, 


de unde rezultă cá 
l e 
IR (2.6) 
Această valoare a lui x este independentă de numărul de forțe situate la stânga lui 
P», dat fiind faptul că derivata în funcţie de x a tuturor termenilor de forma P,-a este 
zero. 

Ecuatia (2.6) conduce la următoarea regulă: momentul încovoietor dat de o 
anumită forță din sistemul de forte mobile este maxim atunci când mijlocul grinzii se 
găseşte situat la mijlocul distantei dintre acea forță si rezultanta tuturor forțelor din 
sistemul mobil. Urmând această regulă se poate localiza poziția fiecărei forțe 
pentru care momentul încovoietor indus de respectiva fortă este maxim, pentru ca 
în final să se stabilească maximul acestor momente încovoietoare induse. 

Valoarea maximă a forţei tăietoare este egală cu valoarea reacţiunii maxime 
care, la rândul sáu, este reacţiunea faţă de care forţa rezultantă este cea mai 
apropiată. 


2.6 EFORTURI SECTIONALE ÎN CADRE PLANE ŞI SPAŢIALE 


Principiile prezentate până acum cu referire la modalitatea de trasare a 
diagramelor de eforturi sectionale în bare drepte pot fi uşor extrapolate pentru 
cadrele plane şi spaţiale. 

Se consideră spre exemplu grinda plană din figura 2.33 pentru care se cere 
trasarea diagramelor de forţe axiale, forţe tăietoare şi momente încovoietoare. Un 
observator „О”, care parcurge grinda de la punctul 7 la punctul A (sau de la A la 7), 
vede" fiecare porţiune de grindă ca pe o grindă dreaptă, aplicând în consecinţă 
principiile de trasare a diagramelor de 
eforturi sectionale discutate. Drept 
urmare, pentru porţiunea 7-2, la nivelul 
unei secțiuni transversale curente 
situate la distanţa x de punctul 7, se 
obţine: 

N=0; 


Ip. 


Fig. 2.33 


Eforturi sectionale in bare static determinate 


Convenţia pozitivă de semne 
> din punctul de vedere al 
observatorului 


Dacá observatorul parcurge 
П grinda de Іа 1 la 2 se va 
4 utiliza această convenţie 
“З---7 pozitivá de semne 


Fig. 2.34 


A doua porţiune dreaptă a grinzii se poate parcurge de la 2 la A. Efectul forţei 
concentrate P se transmite prin grindá рапа la nivelul sectiunii transversale curente 
situate la distanta x de punctul 2 (fig. 2.35). 


Convenţia pozitivă de semne la parcurgerea 
grinzii de la 2 la A 


Observatorul parcurge grinda de la 2 la A 
(de la dreapta la stânga) utilizând această 
convenție de semne 


Fig. 2.35 


Ca urmare, în această secţiune se poate scrie: 


N=-P; 
T=0; 
М,--Р-а. 


Este de notat faptul cá toate eforturile sectionale corespunzátoare portiunii 2-A sunt 
constante. 

Se poate trece acum la trasarea diagramelor N, T si M;. De această dată 
diagramele se vor reprezenta alegând drept linie de referinţă chiar cadrul plan. Prin 
analogie cu barele drepte, convenţia de semne rămâne aceeaşi, dar folosită pe 
porţiuni. Astfel, pentru diagramele N şi T plus (+) înseamnă deasupra liniei de 
referinţă (deasupra din punctul de vedere al observatorului ,O") iar minus (-) sub 
linia de referință. Pentru diagrama de momente încovoietoare minus (-) înseamnă 
deasupra liniei de referinţă iar plus (+) înseamnă sub linia de referinţă (tot din 
punctul de vedere al observatorului ,O") Cu aceste observaţii s-au trasat 
diagramele de eforturi sectionale reprezentate în figura 2.36. 
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Fig. 2.36 


Diagramele de eforturi sectionale reprezentate în figura 2.36 indică ce ,simte" 
grinda plană în fiecare secţiune transversală a sa datorită acţiunii la exterior a forţei 
concentrate P. Mai trebuie observat şi faptul că, pentru trasarea diagramelor de 
eforturi sectionale, nu a fost necesar calculul reactiunilor Хд, Үд si Ma. 


PROBLEME REZOLVATE 


a) Să se traseze diagramele de forțe axiale, forte tăietoare şi momente încovoietoare 
pentru cadrul plan din figura 2.37. 

Din condiţiile de echilibru static rezultă valorile 
reactiunilor: 


N E ew 0; 

У =0 >Y +EP: 

УМ,-0-» 

= ї„.24—-Рё=0=Ү, == —Y,-Y, -2 
Aplicând | metodologia prezentată anterior şi 


considerând un observator ce parcurge cadrul pe 
întreaga lungime a sa, se poate scrie: 


Fig. 2.37 


Porțiunea А-1: 


Porțiunea В-2: 


N=0; 
P 
M, = Y, ES : 
peg ees i 
И ces ie prd 
0-29 2 
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Portiunea 2-1: 


P x20; M; = —; 
М, = Ү»(Ф+х)— Рх =—(@+х)-— Рх; 2 
à х=; Mg =0. 


Diagramele de forțe axiale, forțe tăietoare şi momente încovoietoare au fost 
reprezentate în figura 2.38. 


Pt 


P2 
Fig. 2.38 


b) Să se traseze diagramele de forțe axiale, forțe táietoare şi momente íncovoietoare 
pentru cadrul plan din figura 2.39. 


Fig. 2.39 


Din condiţiile de echilibru static rezultă valorile reactiunilor: 
УЕ -0— X,-5ap-0— X, = 5ар; 
УЕ =0=Ү,+Ү,-2ар=0= Y,*Y, = 2ар; 
Ум, —0—2aY,- p.2a:a—5ap:2a 20 — Y, = бар; 


YM, -0—Y,-2a*5ap-2a- p-2a:a-0— Y, = -Aap. 
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S-a găsit aşadar că 


X,-5ap; 
Y, = Jap; 
Y, = бар 


Cu aceste valori ale reactiunilor s-au trasat diagramele din figura 2.40, utilizând metoda 
prezentată. 


Fig. 2.40 


C) Sá se traseze diagramele de forte axiale, forțe tăietoare şi momente încovoietoare 
pentru bara curbă de rază R reprezentată în figura 2.41. 


Secţiunea transversală curentă M; А Fi 
poziționată prin parametrul a 2P N е | ү 


2Р 
(2) 


Desi în acest caz аха barei пи mai este o linie dreaptă principiile prezentate până 
acum cu referire la trasarea diagramelor de eforturi sectionale N, T si M; rămân 
neschimbate. Problema constă în determinarea eforturilor sectionale din fiecare secţiune 
transversală a barei. Pentru localizarea secţiunii curente în locul parametrului liniar „x” se 
va considera parametrul unghiular „о”. Astfel, pentru porțiunea 1-2 a barei curbe, forţa 
concentrată Р îşi transmite efectul până la nivelul secţiunii transversale curente D'E' (aflată 
în contact cu secţiunea DE) poziționată prin unghiul a. La nivelul acestei secţiuni forța P se 
poate descompune în două componente: o componentă perpendiculară pe secţiunea 
curentă (forța axială N) şi o componentă conținută în planul secţiunii curente (forța 
tăietoare T). Făcând ca unghiul a să varieze între 0 şi 772 se „acoperă” întreaga porțiune 
1-2 a barei curbe. Un observator „O” plasat la nivelul secţiunii transversale curente D'E’, 
utilizând convenţia pozitivă de semne, constată faptul că 
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а-0:Х-Р, 
N = P-cosa: ш а. 
Т--Р-8ша: а= ай 
а-2Т--Р 
2 


Momentul încovoietor dat de forța concentrată P ce acţionează în punctul 1, fată de centrul 
de greutate O al secţiunii transversale curente D'E', (fig. 2.43) este 


2P 
M, ——P(R - Rcosa) = -РК(1– cos о): 
а -0;M, =0; 
«=^}М, =-РЕ 
2 2 


Cu acelaşi raţionament se poate aborda si cea de a 
doua portiune distinctá a barei curbe (2-A). Este mai 
simplu ca această porțiune să se străbată ае la 
punctul A la punctul 2. Pentru aceasta însă va trebui 
ca în prealabil să se calculeze reacţiunile din 


11.53 
: 


"- R- Rcosa. 


Fig. 2.43 


încastrare (Үд si MA) — fig. 2.42. 

УЕ =0=Ү,-Р-2Р=0=Ү,=3Р; 

$.M,-20— M,-P-2R-2P-R-0— М, =+4РЕ. 
Rezultă cá (fig. 2.44): 


Х--Ү,со8а--3Рсовог 


а = 0; №, = ЗР; 
а= 2; №, = 0). 
2 


Т = —Y,sina = -3Рѕіпа; 


а = О;Т, = 0; 
a = LT, --3P 
2 


Fig. 2.44 


M, ——M + Y.(R - Rcosa) = APR + 3PR(1- созо); 
a —-6 M, =—M, = -4АРК; 


а=2;М, =-PR. 
2 2 


Diagramele de forte axiale, forte tăietoare şi momente încovoietoare au fost reprezentate 
în figura 2.45. Este de notat că toate proprietăţile stabilite pentru diagramele N, T şi M; la 
bare drepte îşi menţin valabilitatea şi în cazul barelor curbe. 
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Fig. 2.45 


Toate cele stabilite până acum cu privire la trasarea diagramelor de eforturi sectionale Іа 
bare drepte sau curbe se pot extinde şi la structurile spaţiale de bare. Se consideră în 
acest sens grinda din figura 2.46, grindă încastrată la un capăt şi solicitată la celălalt capăt 
de două forte concentrate P şi Q. 


Reprezentare Р 
simplificată — ^ 


-— —————M—M— 
тэ, h 


T 


Fig. 2.46 


d) Sá se traseze diagramele de forte axiale, forțe táietoare, momente íncovoietoare şi 
momente de torsiune pentru grinda spaţială din figura 2.46. 

Înainte de a aborda trasarea diagramelor enuntate trebuie făcute câteva observaţii 
importante: 


Aşa după cum se va arăta mai târziu, semnul forţei tăietoare T nu are nici un fel de 
consecinţă fizică. Ca urmare se poate renunţa la acest semn iar diagrama de forțe 
tăietoare să se reprezinte faţă de linia de referință în modul în care se consideră 
mai simplu; 

Semnul momentului încovoietor este şi el relativ, depinzând de modul în care 
observatorul străbate porțiunea de grindă în cauză, figura 2.47. Astfel, deşi grinzile 
reprezentate în figura 2.47 sunt identice din punctele de vedere ale geometriei şi 
încărcării, diagramele de momente încovoietoare au semne diferite, în funcţie de 
poziţia observatorului. Şi aceste semne sunt, la urma urmei, simple convenţii. Pe de 
altă parte însă trebuie observat că în ambele cazuri din figura 2.47 diagrama de 
momente încovoietoare este reprezentată de aceeaşi parte a liniei de referință. Cu 
alte cuvinte, poziţia diagramei de momente încovoietoare faţă de linia de referinţă 
este aceeaşi, indiferent de modul în care observatorul străbate grinda. Deci nu 
semnul ci poziţia diagramei față de linia de referinţă rămâne aceeaşi, indiferent de 
poziția observatorului. Mergând mai departe se poate constata că această poziţie 
„constantă” a diagramei de momente încovoietoare este de partea fibrei 
longitudinale întinse a grinzii. 
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deasupra 


\ 


1 


ү 
dedesubt 


Observatorul ,vede" momentul încovoietor 
ca fiind negativ, diagrama trasándu-se 
deasupra liniei de referintà 


dedesubt 
1 
deasupra 


Observatorul ,vede" momentul încovoietor 
ca fiind pozitiv, diagrama trasándu-se 
dedesubtul liniei de referință 


linia de referință 


Fig. 2.47 


Din motivele expuse mai sus se obişnuieşte ca pe diagramele de momente 
încovoietoare să nu se mai treacă semnul acestora, ca fiind lipsit de mesaj fizic, şi să se 
țină seamă doar de faptul ca reprezentarea acestor diagrame să se facă de partea fibrei 
întinse a porțiunii de grindă studiate, (fig. 2.48). 

Cu observaţiile de mai sus ne întoarcem la 
cadrul spaţial din figura 2.46. Grinda este abordată 
de la punctul 1 la punctul A, ataşând fiecărei 
porțiuni distincte un sistem de referinţă triortogonal 
drept Oxyz, în care axa Ox este axa longitudinală a 
fiecărei porțiuni de grindă. Se obţin diagramele de 
forțe axiale, forte tăietoare, momente încovoietoare 
şi momente de torsiune reprezentate în figura 2.49. 
Este de notat faptul că, pentru fiecare porțiune 
distinctă a grinzii, pot exista concomitent două forțe 
linia de referință tăietoare şi două momente încovoietoare (în raport 

Fig. 2.48 cu axele Oy şi Oz). 


fibrele întinse ale grinzii 


fibrele comprimate 


Încheiem analiza de mai sus concluzionând că toate aceste diagrame de eforturi 
sectionale sunt de fapt reprezentări grafice ale efectului mecanic global ce se 
dezvoltă la nivelul fiecărei secţiuni transversale a unei bare solicitate de un sistem 
de sarcini exterioare. 

Deşi aceste diagrame de eforturi sectionale reprezintă un prim pas absolut 
necesar în proiectarea structurilor simple sau complexe de tip bară, acestea nu dau 
informaţii asupra modului în care respectivele structuri pot rezista sau nu acţiunii 
sarcinilor exterioare la care sunt supuse. Ca o anumită structură mecanică de tip 
bară să reziste solicitărilor exterioare la care este supusă trebuie ca fiecare punct al 
fiecărei secţiuni transversale curente să poată rezista acestor solicitări. 
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11 


А 
Fa 


V. 
Ara P 
VA 


Fig. 2.49 


Va trebui азаааг са sá se treacá de la efectul global (oferit de diagramele de 
eforturi sectionale) la efectul local, dezvoltat la nivel de punct (dat fiind faptul cá 
ruperea unei structuri se initiazá la nivel de punct, fisura propagándu-se аро! їп 
întreaga structură). Acest lucru necesită însă introducerea conceptului de tensiune. 
Din acest motiv, după o scurtă incursiune cu privire la caracteristicile geometrice 
ale sectiunilor transversale ale unei bare (capitolul următor, momente statice şi 
momente de inerție) se va trece la analiza solicitărilor simple: solicitarea axială, 
forfecarea, torsiunea şi încovoierea, stabilindu-se pentru fiecare în parte relaţiile 
fundamentale de calcul al tensiunilor si deformatiilor, pas fundamental în activitatea 
de proiectare a structurilor de tip bară. Această incursiune de detaliu va fi însoţită 
de exemple, probleme rezolvate şi probleme propuse spre rezolvare, pentru a oferi 
atât studenţilor dar şi celor interesaţi de domeniu un ghid simplu şi deosebit de util 
în proiectare. 
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PROBLEME PROPUSE 
P2 


P.2 Să se traseze diagramele de forte axiale, forte táietoare, momente íncovoietoare si 
momente de torsiune (dupá caz) pentru barele sau structurile din bare prezentate mai jos 
(fig. P.2). 


P.2.5 P.2.6 
4 kN/m 
j unm 
LCD (4) 
2m 
P.2.7 P.2.8 


P.2.10 


Rezistenţa materialelor — solicitări simple 


P.2.11 P.2.12 


10 kNm 


P.2.13 P.2.14 


P.2.15 P.2.16 


Fig. P.2 (continuare) 
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ОО: 
41 17 (2) 


L7 
ð 


P.2.21 P.2.22 


Fig. P.2 (continuare) 


„Rezistenta materialelor — solicitări simple . 


P.2.27 P.2.28 


Fig. P.2 (continuare) 
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3. MOMENTE STATICE ŞI MOMENTE DE INERŢIE ALE 
SUPRAFEŢELOR PLANE 


Multe dintre formulele de calcul şi aplicaţiile inginereşti, cum ar fi cele legate 
de calculul de rezistenţă la grinzi, coloane, arbori etc., folosesc diverse expresii ce 
„descriu” din punct de vedere matematic forma şi dimensiunile sectiunilor 
transversale ale barelor. Aceste expresii matematice poartă numele de 
„caracteristici geometrice”. 

Pentru barele solicitate la întindere sau compresiune singura caracteristică 
geometrică ce intervine în calculul 
de rezistenţă este aria secţiunii 
transversale A. Cu cât această arie 
are o valoare mai mare cu atât 
rezistenţa  barei solicitate Іа 

Fig. 3.1 întindere sau compresiune va fi mai 
mare (fig. 3.1). 

Pentru alte tipuri de solicitări ale barelor, cum ar fi încovoierea sau torsiunea, 
intervin în calculul de rezistenţă alte caracteristici geometrice: momentele statice şi 
momentele de inerție. Acestea oferă informaţii asupra modului de distribuţie a 
punctelor secţiunii transversale ale barei în raport cu direcţia de solicitare şi în 
raport cu axele sistemului de referinţă ales. Pe parcursul acestui capitol se vor 
defini aceste caracteristici geometrice din punct de vedere matematic şi li se vor 
studia proprietăţile, pentru ca apoi, când vor fi întâlnite pe parcursul cursului în 
diverse formule de calcul, să fie uşor operabile şi bine înţelese în sensul 
fenomenului fizic. 


3.1 MOMENTE STATICE SI CENTRE DE GREUTATE ALE 
SUPRAFEŢELOR PLANE 


Se consideră o suprafaţă plană de arie A, suprafaţă raportată la sistemul de 
referinţă zOy (fig. 3.2). Dacă se notează cu z respectiv y coordonatele unui element 
Е de arie infinit micá dA al suprafetei plane, se 
defineste momentul static al suprafetei in raport cu 
axa z ca fiind: 


S, = [уал (3.1) 
A 


În mod analog, momentul static al suprafetei de 
arie A în raport cu axa y este: 


s, = [гал (3.2) 


y 
Fig. 3.2 Se observă ca fiecare din cele două integrale de 
mai sus pot fi pozitive, negative sau zero, în 
functie de poziția sistemului de referință ales. 
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Momentele statice S; şi S, se exprimă în unităţi de lungime la puterea a treia: mms, 
ст?, m? etc. 
Cum în cele mai multe cazuri suprafaţa plană de arie A reprezentată în figura 3.2 
este asociată secţiunii transversale ale unei bare, aceasta se reprezintă în sistemul 
de referinţă zOy, axa Ox fiind orientată în lungul barei. 

Prin centrul de greutate al suprafeţei plane de arie A se înţelege punctul G de 
coordonate 2с şi yc, unde 


[244 $ 

za = =— > 5, C4. 
127 A (3.3) 
4 к => S =Й 

Ус y 4 z Jc 


Comparând relaţiile (3.1) si (3.2) cu relaţia (3.3) se constată cá momentul static al 
unei suprafeţe plane in raport cu o axă oarecare reprezintă produsul dintre aria 
suprafeţei respective şi distanţa de la centrul ei de greutate până la acea axă: 


$,= 4-2; $, = А: yg. (3.4) 


2 


Dacă suprafaţa plană este simetrică în raport cu о аха а sistemului de referinţă 
atunci momentul static al suprafeţei în raport 
cu această axă este zero. Se consideră în 
acest sens suprafaţa plană din figura 3.3, 
simetrică în raport cu axa Oy. Se poate uşor 
observa că fiecărui element de arie infinit mică 
dA, având abscisa z, îi corespunde prin 
simetrie un element de arie dA de abscisă (—z). 
În felul acesta integrala din relaţia (3.2) devine 
zero, această integrală fiind de fapt o însumare 
a unor termeni de forma: (zdA) + (-zdA). 
Rezultă aşadar în final са 5,50. Din relaţia 
(3.2) rezultă de asemenea са zg-0, adică 
centrul de greutate G al suprafeţei plane considerate se găseşte pe axa de simetrie 


y. 


Fig. 3.3 


5 O 


Domeniul D de arie A 


Fig. 3.4 Fig. 3.5 


În concluzie, dacă o suprafață plană are o axă de simetrie atunci momentul 
static al suprafeţei respective în raport cu acea axă este zero iar centrul de greutate 
al suprafeţei se găseşte pe axa de simetrie. Dacă o suprafaţă plană are două axe 


..... Momente statice și momente de inerție ale suprafețelor plane . 


de simetrie (fig. 3.4) atunci centrul de greutate G al suprafeţei se găseşte la 
intersecţia celor două axe. Axa ce trece prin centrul de greutate al unei suprafeţe 
plane se numeşte axă centrală. 

Mai este de notat şi faptul că integralele ce apar în relaţiile (3.1) şi (3.2) sunt 
de fapt integrale duble ce pot fi calculate prin metodele binecunoscute din analiza 
matematică, (fig. 3.5). 


B = [»a4- [[»azà»; S, = [zd4- [|zazay. 
A (D) A (D) 


3.2 MOMENTE DE INERTIE 


Se consideră din nou aceeaşi suprafaţă plană de arie A, localizată în planul 
ZOy (fig. 3.6). Momentele de inerție axiale ale suprafeţei considerate în raport cu 
axele Oz şi respectiv Oy sunt prin definiţie: 


I, - [y^ a4; 1,-| 2 aa. (3.5) 
А А 
Cum aceste integrale sunt de fapt integrale 
duble, elementele de arie dA se pot alege sub 
forma unor benzi orizontale sau verticale de 
lăţime infinit mică, transformându-se astfel 
aceste integrale duble în integrale simple. Acest 
Fig. 3.6 У lucru va fi prezentat їп detaliu ceva mai tárziu. 
Momentul de inertie centrifugal al 
suprafetei plane de arie A considerate, în raport cu axele Oz si Oy, este prin 
definiţie: 


Ly = [zwaa. (3.6) 
A 


Din relaţiile (3.5) rezultă că momentele de inerție axiale sunt mărimi strict 
pozitive, exprimate în unități de lungime la puterea a patra: mm^, ст“, m^ etc. Din 
relația (3.6) rezultă că momentul de inerție centrifugal poate fi pozitiv, negativ sau 
zero, în funcţie de poziţia suprafetei plane în raport cu sistemul de referinţă ales 
(Oyz). Acesta este pozitiv dacă suprafața plană este plasată în principal în 
cadranele unu sau trei si negativ dacă suprafața plană este plasată în principal în 
cadranele doi sau patru. 

Se numeşte moment de inertie polar al suprafeței plane de arie A în raport cu 
punctul O (fig. 3.6) mărimea: 


1,-| ал, (3.7) 
А 


unde r este distanta de la punctul O la elementul de arie infinit micá curent dA. Cum 
şi această integrală este o integrală dublă, în cazul suprafeţelor plane circulare sau 
inelare se poate alege elementul de arie dA sub forma unui inel de grosime infinit 
mică, transformându-se astfel integrala dublă într-o integrală simplă. Acest lucru va 
fi prezentat în detaliu ceva mai târziu. 

Este de notat faptul că momentul de inerție polar este o mărime strict 
pozitivă, exprimată în unităţi de lungime la puterea a patra: mm^, ст“, т“ etc. 
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Dat fiind faptul că există relaţia evidentă (fig. 3.6) r = 22 + у?, se poate scrie: 


1, =fr? aa- j| 2? жу? ) a4- [z? aa + [»? dA 
A A A A 
sau 
D Ebo (3.8) 


rezultánd astfel o relatie simplá dar importantá intre momentul de inertie polar si 
momentele de inertie axiale. 

Dacá suprafata planá consideratá admite o 
axă de simetrie, această axă împreună cu orice 
altă axă perpendiculară pe ea formează un sistem 
de referinţă faţă de care momentul de inerție 
centrifugal este zero. Fie astfel suprafaţa plană din 
figura 3.7, pentru care axa Oy este axă de 
simetrie. Ca şi în cazul momentelor statice, 
datorită simetriei fiecărui element de arie infinit 
mică dA, având abscisa z şi ordonata y, ii 
corespunde prin simetrie faţă де аха Oy tot un 
element de arie dA cu abscisa (-2) şi ordonata tot 
y. În felul acesta momentul de inerție centrifugal 
nu înseamnă altceva decât o însumare de termeni 
zydA + (-2)уад, însumare ce conduce în final la 


valoarea zero. 

Їй concluzie, un caz in care momentul de inertie centrifugal este zero este 
acela cánd cel putin una dintre axele sistemului de referintá la care se raporteazá 
suprafata planá este si axá de simetrie. 


3.3 TEOREMA AXEI PARALELE. RELATIILE LUI STEINER 


Fie din nou o suprafaţă plană de arie A, raportată la un sistem de referinţă 
ZOy (fig. 3.8). Se consideră cunoscute momentele de inertie axiale /; şi |, precum si 
momentul de inertie centrifugal lz: 


Г = | эл. 
А 


Se pune problema calculului aceloraşi 
mărimi dar în raport cu un alt sistem de 
referinţă 2;0;у;, translatat faţă de primul 
sistem de referinţă zOy cu distanţele a şi b 
(fig. 3.8). În acest sens se poate scrie: 


I, = [у{дА= [(y- by aa f? —2by+ "aa = 


A A A 


.... Momente statice si momente de inerție ale suprafețelor plane . 


= [^ a4-2b[ydA +b’ [dA = 1, -2bS, 4554, 
A A A 


1 = [zia = [(z- aj a4- f -2az + a? 4 = 


A A A 


== ЇЕ dA -2a|zdA а [аа = 1, – 24$, +а?А; 
А А А 


ГРЕЯ = [лудА = [(-bXz-a)da = [(у—2%—-ау+аЬ) dA = 
A 


A A 


= [zvdA - b [zdA - a | y dA + ab] ал -I,-b$,—-a$,*abA. 
A A A A 


Drept urmare, relaţiile dintre momentele de inertie /; , l, si lz, ale suprafeţei 
plane de arie A, în raport cu sistemul de referinţă zOy şi momentele de inertie /;;, /,; 
Si /әлу1 ale aceleiaşi suprafeţe plane dar în raport cu sistemul de referinţă translatat 
2:О,уц se pot scrie sub forma: 

2 
E —2bS. * b^A 


2 


_ 2 
I =1,-2aS, +a A (3.9) 


lap = Iy 95у-8, FabA, 
unde a este distanţa dintre axele Oy si О,у,, b distanţa dintre axele Oz si О,2, iar 
5; şi S, momentele statice ale suprafeţei plane de arie A în raport cu axele Oz 
respectiv Oy. 

În cazul în care punctul O este centrul de greutate al suprafetei plane 
considerate, din relațiile (3.4) rezultă cá 5,=0 si S,=0, putându-se astfel scrie: 


m =1„+Ь?А, 

= 2 4. 
1, =1,+а?А; (3.10) 
1; y, =]; +abA. 


Relatiile (3.10) sunt cunoscute în literatura de specialitate sub numele de relațiile lui 
Steiner (deşi s-a vehiculat ideea că aceste relatii ar fi aparținut de fapt fizicianului 
olandez Christiaan Huygens). 

Din primele două relații (3.10) se poate concluziona că: momentul de inertie 
axial al unei suprafete plane în raport cu o axă oarecare este egal cu momentul de 
inerție axial al suprafeţei în raport си axa centrală paralelă cu prima axă, Іа care se 
adaugă produsul dintre pătratul distanței dintre axe si aria suprafeţei plane. Această 
relaţie mai poartă şi denumirea de teorema axei paralele. 

Din cea de a treia relaţie (3.10) rezultă că: momentul de inertie centrifugal al 
unei suprafeţe plane în raport cu un sistem de referință oarecare este egal си 
momentul de inerție centrifugal al suprafeței în raport cu sistemul de referinţă 
central având axele paralele cu ale primului sistem de referință, la care se adaugă 
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produsul dintre distanţele dintre axele sistemelor de referinţă şi aria suprafeţei 
plane considerate. 


3.4 MOMENTELE DE INERŢIE ALE SUPRAFEŢELOR SIMPLE 


b 


a. Suprafete dreptunghiulare 


Pentru suprafata planá dreptunghiulará de 
arie A reprezentatá їп figura 3.9 sá se determine 
momentele de inerție axiale 1, şi l, precum şi 
momentul de inerție centrifugal lz, în raport cu 
axele centrale si de simetrie Oz si respectiv Oy. 

Conform celor definite anterior: 


I, = [у°дА. 
А 


Se va alege elementul de arie infinit micá dA sub 
forma unei fásii dreptunghiulare paralele cu axa Oz, 
având lungimea b şi lăţimea infinit mică dy, (fig. 
3.9). În felul acesta integrala dublă se poate transforma într-o integrală simplă 
(procedura expusă nu este altceva decât o schimbare de variabilă). Se poate astfel 
scrie: 


Fig. 3.9 


dA = b-dy. 
Rezultă că: 


h h 
2 312 3 3| 3 3 
by l| h b.2h bh 
І = |у = |y'bdy2——| =b | | | = = я 
| | 24 12 


Си alte cuvinte, momentul de inertie axial /; al unei suprafeţe dreptunghiulare în 


raport cu axa centrală şi de simetrie Oz este: 
bh? 
I =—. 3.11 
аг (3.11) 


Urmând aceeaşi procedură se obţine cá momentul de inertie axial al suprafeţei 

dreptunghiulare în raport cu axa centrală şi de simetrie Oy este: 
hb? 

у=, 3.12 

йл. (3.12) 


Dat fiind Тарш са axele Oy si Oz sunt si axe de simetrie rezultáà cá momentul de 
inerție centrifugal /,, este zero. 


b. Suprafete circulare 


Pentru suprafaţa plană circulară de arie A reprezentată în figura 3.10 să se 
determine momentul de inerție polar lp, momentele de inerție axiale 1, şi 1, precum 
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şi momentul de inerție centrifugal |, în raport cu axele centrale si de simetrie Oz şi 
respectiv Oy. 

De această dată se va alege elementul de arie infinit mică dA sub forma unui 
inel de rază r şi grosime infinit mică dr, (fig. 3.11). Momentul de inerție polar al 
suprafeţei circulare este: 


y 
Fig. 3.10 
d 4 4 
Р = [ae n олана ж-гг-ан-Т | = za j- aa 
Aşadar 
ad^ 
1, = 5. (3.13) 


Datorită simetriei suprafeţei plane circulare rezultă са /; = /,. Ре de altă parte, din 
relatia (3.8) se poate scrie: 


ad^ 
1,-4, ЗЭрээ EE 


rezultând în final са: 
L-2I,-——. (3.14) 
c. Suprafete triunghiulare 


Sá se determine momentul de 
inerție аха! pentru suprafata 
triunghiulară din figura 3.12, în raport 
cu axa centrală Oz paralelă cu baza 
de lungime b a triunghiului. 

Se va alege un element de arie infinit 
mică dA sub forma din figura 3.12. 
Din asemănare de triunghiuri rezultă: 


_М(Л-у) 
h 
Astfel, momentul de inertie axial al 
suprafetei plane triunghiulare in raport cu axa Oz; este: 


y 
Fig. 3.12 
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ree 2 


h h 3 4 3 3 3 

bh b h bh bh bh 

I, -[y?dA- [y?-mdy - [ y?- dy = – —:— = - = 

А [> [> 4 [> л» УСЭГ 4.720 0 

A rezultat аваааг са: 
ЫГ 

-——. 3.15 
NE e. 


Cum se stie cá centrul de greutate G al triunghiului se gáseste la distanta ^/3 de 
bază, din relaţiile lui Steiner rezultă: 


2 
Г, =r (2) Em 
' 3 2 


ВЕБ: ыг bh 
| (3) 2 12 18 36 


Se poate scrie deci în final că: 


(3.16) 


3.5 CALCULUL MOMENTELOR DE INERTIE PENTRU SUPRAFEȚE 
COMPLEXE 


În vederea determinării momentelor de inerție pentru suprafete complexe 
trebuie parcurşi următorii paşi: 

e suprafața complexă de arie A se imparte în suprafete simple de arii A;, A», 
„..„An, suprafeţe pentru care se cunosc momentele de inertie în raport cu 
axele de referintá proprii; 

e se determină centrul de greutate G al suprafetei complexe, stabilindu-se 
totodată poziţia axelor centrale Oz si Oy; 

e se calculează momentele de inerție ale suprafeţei complexe ca sumă a 
momentelor de inerție ale suprafeţelor simple în raport cu axele de referință 
Oz 51 Oy, în sensul aplicării relatiilor lui Steiner. 


Metodologia de mai sus va fi detaliată pe un exemplu concret. 


Sá se determine momentele de inerție Iz, ly si Izy pentru suprafaţa plană de arie A 
din figura 3.13, în raport cu axele centrale Gz si Gy. 


.... Momente statice si momente de inerție ale suprafețelor plane . 


Se împarte suprafața complexă de arie А în două suprafeţe simple dreptunghiulare 
de arii A; şi A» (fig 3.14), având centrele de greutate şi axele proprii: G1, G2, Z1, Y1, 22, y». 

Se determină apoi coordonatele centrului de greutate G ale suprafeţei complexe cu 
relaţiile: 


v 
2.01 ! За-1,5а-4а | 
Ус = ==» =1,5а; (ї= 1,2) 
2.4; 4a^ + 4а ·1,5а 
1 


1,5а 
УА -|2a- s : 4a -1,5a 
-4 - 5 --0,75а. 
х 4a^ + 4а ·1,5а 
i 


2 


Utilizând relaţiile (3.11) şi (3.12) precum şi relaţiile lui Steiner, momentele de inerție ale 
suprafeţei complexe sunt: 


3 


3 
І, = E +(1,5ађ -4а2 "ss (ta). -(2,5а-1,5а) -4a-1,5a = 23,33a%; 
3 3 2 
1, 34:04 (уляар -4a-a ete Use (s, 8 -олза) -4а-1,5а 
12 12 2 
-102a^ ; 


15a 


1,, =0 (-1,565a)- 0,652a - 4a? +0+ - (2,5a 1,5654): |2 = 


- | -44-1,5а 


эотазд, 


3.6 VARIAŢIA MOMENTELOR DE МЕКТЕ CU ROTATIA AXELOR 


Existá numeroase situatii in care apare ca o necesitate calculul momentelor 
de inertie in raport cu un sistem de referinţă rotit cu un anumit unghi faţă de 
sistemul de referință obişnuit. Problema 
se poate formula în felul următor: 
cunoscând momentele de inerție ale 
unei suprafeţe plane 1, l, şi 1., în raport 
cu axele Oz şi Oy să se determine 
valorile momentelor de inerție lz, lj; si 
I-y în raport cu axele Oz, si Oy, ale 
unui sistem de referință rotit fată de 
primul cu unghiul a, (fig. 3.15). 

Un element de arie infinit mică dA 
al suprafeţei plane are coordonatele z şi 
y în sistemul de referinţă zOy şi 
coordonatele z, şi y, în sistemul de 
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referinţă rotit z;O;y;, (fig. 3.15) 
coordonate se pot scrie sub forma: 


Se observă uşor că relaţiile dintre aceste 


с, (3.17) 


y, = ycosa —zsing. 
Prin definiţie, momentele de inertie /7;, 1, şi [7;,; sunt date de relaţiile: 


Р = | угаа: Ly. = [zi dA; Г. y, = [ zıyıd4. 
A A A 


Înlocuind în aceste ultime relatii expresiile coordonatelor 2, si y; din (3.17) se 
obtine: 


I, = [у= [(vcosa -zsina dA | (х cos” a – 2yzcosa sina + z? sin? aa = 
A A A 
= I, cos а – IL, sin2a +1, sina ; 


ЦЭ Е | гал = | (ссоза + ysina Ý dA = e cos? a + 2zy cosa sina + y? sin? aaa = 
A A A 


= 2 m? : : 
=] cos" a - sin 0441,,8Ш120: 


Гау [zx dA = [(ссоѕа + ysina (усоѕа — zsin æ )dA = 
А А 


2 25 25 . 2 
= | вусов 2 —z singa cosa + у sina cosa — yzsin a)d4- 
A 
2 2 2 
= (I. —1,,inacosa + Z, (cos a —sin a). 


A rezultat în felul acesta că: 


2 2 n? : А 
1, -1,с08 a t [,sin^ a – 21,,5іпосоѕа ; 


1 


L, = Lsin^a +I, cos a + 21, sinacosa ; (3.18) 


EON EM d^ LM ) 
1, y, = (1, I Binacosa +1, cos a-sin a]. 


Cum 
„2 1—cos2« 2 1-С0820: 
sin^ à = —— —— ——, cos q = ————— , 
2 2 
relatiile (3.18) devin: 
1, c m лг ура 
II (100820 |, (180820 |, nO 
Ki 2 2 y 2 Zy 
1254, . 
292320 'sin2a + I, 0820 
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sau 
odd. Te | 
I S 5 24 > .cos2a — І, -sin2a; 
1,441, L-I, | 
у = cos2a + 1,,:sin2a; (3.19) 
2 2 4 
eT 
L, = »-sin2a + 1„,-соз2@. 
171 2 


Dacă se cunosc valorile momentelor de inerție /,, ly şi lz, relaţiile (3.19) 
permit determinarea momentelor de inerție /;;, !,; şi 1-1, ale aceleeaşi suprafeţe 
plane dar în raport cu axele sistemului de referinţă rotit cu unghiul a, fără a mai fi 
necesară operaţiunea de integrare. Într-un fel relaţiile (3.19) reprezintă pentru axele 
rotite exact ceea ce relaţiile lui Steiner reprezintă pentru axele paralele. 

O analiză imediată a relaţiilor (3.19) evidenţiază faptul că momentele de 
inerție /7;;, |; şi lz1⁄1 în raport cu axele sistemului de referinţă rotit sunt funcţii de 
unghiul a. Se poate pune în mod evident problema: pentru ce valori ale unghiului a 
aceste mărimi (lz, 1, Şi 1ду1) ating valori extreme (de maxim sau de minim)? 
Valorile unghiului a pentru care se ating valorile extreme ale momentelor de inertie 
(ce poartă numele de momente principale de inerție) se pot găsi derivând relaţiile 
(3.19) în raport cu unghiul a şi punând apoi condiţia ca aceste derivate să fie egale 
cu zero: 


dI, L-I 
— = -2sin2a - ——- —2cos2a- 1,, 2 21, , =0; 
da 2 zi » 
I Гэ (3.20) 
Ж.-28ш20--5--7-2с0820-1,-21,, =0. 
da 2 Ч ei 
Se gáseste cá: 
2], 
tg2a = ———À9—. (3.21) 
L-1, 


Ecuația (3.21) are două rădăcini (о; şi 025 о; + 772), pentru care lz; şi 1, ating valori 
extreme. Acesta este motivul pentru care ecuatia (3.21) se scrie întotdeauna sub 
forma: 


21. 
2. У 


Condiţiile de extrem pentru lz1 şi // (3.20) înseamnă de fapt condiţia ca momentul 
de inerție centrifugal /7;,,; să fie zero. In acelaşi timp, din derivatele de ordinul doi 
ale momentelor de inertie axiale (3.20) rezultă cá: 


d... d^, 
-- | (3.23) 


ceea ce înseamnă cá o valoare de maxim pentru /;; implică o valoare de minim 
pentru /„ şi vice versa. 
65 


Rezistenta materialelor — solicitări simple . 


Înlocuind unghiul a din ecuaţia (3.21) în (3.19) se obţin valorile extreme ale 
momentelor de inerție axiale /7; şi 1⁄1, numite momente principale de inerție: 


Egan (3.24) 


În felul acesta s-au obţinut două 
direcţii perpendiculare date de 
rădăcinile a, şi a» = a, + 772 pentru 
care momentele de inerție axiale au 
valori extreme (o valoare maximă 
notată cu /; în raport cu una dintre 
aceste direcţii şi o valoare minimă 
notată cu / în raport cu cealaltă 
direcţie). De obicei axa de maxim se 
notează cu 7 în timp ce axa de minim 
cu 2. 

Este important de menţionat încă o dată faptul că momentul de inerție 
centrifugal al suprafeţei plane considerate, în raport cu sistemul de referinţă 702 
este zero, (fig. 3.16). Axele 1 şi 2 sunt denumite axe principale de inerție. Se poate 
demonstra са dacă /;, < 0 axa de maxim este localizată în cadranul 7 iar dacă lz > 
0 axa de maxim se găseşte în cadranul 2. 


Fig. 3.16 


3.7 RAZA DE INERTIE. ELIPSA DE INERTIE 


Termenul de rază de inerție sau rază de дігаџе se utilizează pentru a descrie 
o altă expresie matematică, frecvent întâlnită în problemele de flambaj. Prin 
definiţie raza de inertie este dată de relaţia: 


Z 


iE. (3.24) 


unde / reprezintă momentul de inertie iar A aria 
suprafetei plane considerate. Existá deci relatiile: 


; i. cuc. roue. E 
Fig. 3.17 У ааз 


În cele ce urmează se dă o interpretare geometrică а acestei relaţii. 

Se presupune că aria suprafeţei plane din figura 3.2 este „comprimată” într-o 
fâşie lungă şi infinit îngustă, ca ceea reprezentată în figura 3.17. În felul acesta 
fiecare element de arie infinit mică dA se va situa la aceeaşi distanţă i, de axa Oz. 
Momentul de inerție va fi atunci: 


I, = | y’dA = [2а4= 2 [a4- i2 - A. 
A A A 


Jj өв o юэ юэ зэ өв нэ эв эв 


2 


Fásia se poate plasa de orice parte a axei z dat fiind Тарш са, dacá /, este negativ, 
pătratul acestei mărimi este tot o cantitate pozitivă. Se poate de asemenea ca fâşia 
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să fie partiţionată cu o porţiune de o parte a axei Oz iar porţiunea rămasă de 
cealaltă parte, dar la distante egale faţă de аха Oz. 
Elipsa de ecuaţie 
Эс, 228 
2 (Уу 
h 4 


reprezintă elipsa principală centrală de inerție în raport cu suprafaţa plană de arie 
A. Această elipsă oferă o imagine a modului în care sunt distribuite punctele 
suprafeţei plane considerate, după anumite direcţii. 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Pentru suprafaţa plană de arie A din figura 3.18 să se determine: 
. Centrul de greutate G al suprafetei; 
. Momentele de inerție lz, ly şi lz, în raport cu sistemul de referință zGy; 
. Axele centrale principale de inerție 1 şi 2; 
. Momentele de inerție principale 1; şi 12; 
. Razele principale de inertie і; şi iz; 

Elipsa de inertie. 


ооо e МО 


Rezolvare 


Se împarte suprafaţa plană de arie A în 
suprafețe | simple (trei dreptunghiuri având 
centrele de greutate proprii G1, G2, G3 (fig. 3.18). 
Se observă că centrul de greutate G2 al 
dreptunghiului al doilea coincide cu centrul de 
greutate G al întregii suprafeţe plane. În felul 
acesta axele z» şi y» coincid cu axele Gz şi Gy ale 
suprafeţei complexe. 

Utilizând relaţiile (3.11) şi (3.12) precum şi 
relaţiile lui Steiner momentele de inerție ale 
suprafeţei complexe în raport cu axele sistemului 
de referinţă zGy sunt: 


30. 2405 


зотан? 


2 


3 
1 A 
15:28 cas aedes as 


= 0,9038 -109 mm^; 


240.305 
X 1 


3 
si 
Ld 22 Эл" 


Ly = (135-82,5-30-165). 2 211026 105 тт“. 


Direcţiile principale de inerție sunt date de: 


2l, | 2.11026 


1,-1, | 21573-0,9038 


(82012 = a; =-30,19° ; æ =a] 5 = 59,81°. 
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Dat fiind faptul că lz >0 axa principală de maxim (аха 1) se găseşte în cel de-al doilea 
cadran, (fig. 3.18). 
Momentele principale de inerție sunt: 


„+1, 1 
у 2 2 
Ij 2 £u. Г) +472) = 


_ 2,1573 -10° + 0,9038 -10° 
2 


+ : v .1573-105 — 0,9038 -108 )2+ 4(,1026 105)? . 


гегийапа ín final: 
1, =2,199-105 mm“; 
1, =0,262-105 тт. 


Razele principale de inerție sunt: 
8 
I 2,799.10 
й = (5 = |————————=127,94 mm; 
А  YV30-165-2 30-240 


8 
T 262-1 
р) = 2 = SEE = 39,14 тт. 
A  V30-165-2 430-240 


Elipsa centrală principală de inerție s-a reprezentat în figura 3.18. 


2. Pentru suprafaţa plană din figura 3.19, compusă din două profile U, să se determine 
aceleaşi mărimi ca şi în exemplul precedent. 


Rezolvare 


Suprafaţa complexă de arie A se împarte în două suprafeţe simple (cele două 
profile 0) având centrele de greutate proprii în punctele С; si С», (fig. 3.19). Din datele 
prezentate tabelar în cărțile de specialitate (vezi anexa III), cu referire la caracteristicile 
geometrice ale profilelor standardizate, se 
pot extrage următoarele date necesare 
rezolvării problemei de faţă. 


I, =24810° тті; 
1: 1, -36004 05 тт; 
4,742,510? тт?; 
I, = 3600-10 mm“; 
2: 1, хаар mm ; 
А 2423-10 mm). 


Fig. 3.19 


Tot ат aceste tabele rezultă şi poziţia centrului de greutate al unui profil О 24 (22,3 mm — 
fig. 3.19). In sistemul de referinţă z+Gy. se poate acum găsi poziţia centrului de greutate 
G al suprafeţei complexe, după cum urmează: 
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2 
А. (120—22,3)-42,3-1 
“Хул, (20-223) s Шим ЭГЭЭ 
X 4; 2.423-10 


Ус 
 XEz4; (1204223) 423.107 


= 7115 mm. 
X4 2.42310? 


ZG 
S-a fixat astfel poziţia centrului de greutate al suprafeţei complexe, raportat la sistemul de 
referință zGy (fig. 3.19). 


Utilizând relaţiile (3.11) si (3.12) precum si teorema axei paralele (relațiile lui 
Steiner) momentele de inertie ale suprafetei complexe rezultă după cum urmează: 


1, = 248-10% + 48,85? - 42,3- 102 +3600 -10° + (120 — 22,3 — 48,85} - 42,3 -10° = 
= 58,668 -10% тт“; 
I = 3600-10 + 71,152 -42,3 -10° + 248-10€ + (120 - 71,15- 22,3} -42,3 -10° = 


=81,30 -10 mm^ ; 


2 
L 20 (- 4885X- 7115): 42,3-10^ +0 + (120 — 22,3 — 48,85) (120 -71,15 +22,3): 


42,310? = 29,4 108 mm^. 


Directiile principale de inertie sunt: 


2I 2.29 4.108 Е e 
(5201) = Zy 9, 0 e ОД 34,47 5 


ээх 6 o 
I,-I, (58,668 –81,30)10 a) = 124,47 . 


Dat fiind faptul cá „> 0 аха în raport си care momentul de inerție este maxim se găseşte 
in cadranul doi (fig. 3.19). Momentele principale de inertie sunt: 


Iz 1 
X 2 
fpc 2 + 0. L| 44. 


Rezultá їп final: 
I, 2101,48 108 тт“; 
D = 38,48-100 mm^. 


Razele principale de inertie sunt: 


6 6 
[|  |10148-10 n 3848-10 

i, = | = | =109,52 тт; б = (2 = > = 67,44 mm. 
A (2-423:10 A \2.423-10 


Cu aceste valori s-a trasat elipsa principală de inerție (fig. 3.19). 
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PROBLEME PROPUSE 


Pentru suprafeţele plane din figurile de mai jos să se determine: 
e momentele de inerție lz, ly şi lz, în raport cu axele centrale; 
axele principale de inerție 1 si 2; 
momentele de inerție principale 1{ şi 12; 
razele principale de inerție i, şi iz; 
elipsa principală de inerție. 


6t 
zw na 
В 


Fig. P.3.3 
25 


10/ 


L100x100x10 
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4. DEPLASÁRI, DEFORMATII SPECIFICE, TENSIUNI 
4.1 DEPLASÁRI 


Se consideră un corp solicitat la exterior de forțele Р;, P» ..., Pk Pn, corp 
aflat in echilibru mecanic, (fig. 4.1). Corpul specificat este reprezentat intr-un sistem 
de referintá triortogonal drept Oxyz, i, j și k 
fiind versorii axelor sistemului de referintá. 
Înainte de aplicarea sistemului exterior de forte 
un anumit punct al corpului ocupă o anumită 
poziţie A în spaţiu, (fig. 4.1). Sub acţiunea 
forţelor exterioare însă corpul se deformează 
iar respectivul punct se va deplasa într-o altă 
poziţie А’. Segmentul АА’ poartă numele de 
deplasarea totală a punctului A. Notánd cu u, v 
şi w proiecţiile segmentului AA’ pe axele x, y si 
Z, se poate scrie: 


AA' 2u-i +v-j+w-k (4.1) 
Componentele и, v şi w se numesc deplasări liniare. 


4.2 DEFORMATII SPECIFICE 


Se consideră din nou un corp solicitat la exterior de un sistem de forte P;, Р», 
...,Pu, Р, aflate în echilibru mecanic. Înainte de acţiunea forţelor exterioare corpul 
ocupă o anumită poziţie în spaţiu. 
Sub acţiunea forţelor exterioare 
însă corpul se va deforma (fig. 4.2), 
toate punctele sale deplasându-se 
în alte poziţii din spaţiu. Spre 
exemplu, două puncte ale corpului 
care ocupă poziţiile A şi B înainte 
de deformare se vor deplasa în 
poziţiile A” şi B' după deformare. În 
felul acesta, datorită acţiunii forţelor 
exterioare, distanţa dintre punctele 

Fig. 4.2 curente A şi B ale corpului solicitat 

se ма тод са.  Notând си 

£ lungimea iniţială a segmentului AB si cu / lungimea segmentului AB, se 
numeste deformatia liniará absolutá márimea: 


At-4- 1. (4.2) 


Dacă lungimea / tinde către zero, se numeşte deformatie specifică longitudinală în 
punctul A, pe direcţia segmentului AB, mărimea: 


Forma iniţială a corpului 
5/ 


y Forma corpului deformat 
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€ = lim — - (4.3) 


Dat fiind faptul cá A/ si / se exprimá in aceeasi unitate de másurá deformatia 


specifică longitudinală £ este o mărime adimensională. 

Reîntorcându-ne la figura 4.2, se consideră trei puncte (O, C, D) ale corpului 
în stare nesolicitată, cu segmentele OC şi OD perpendiculare între ele. În urma 
acţiunii sarcinilor exterioare (forţelor exterioare) corpul se va deforma iar punctele 
O, C şi D se vor deplasa în poziţiile О’, C’ şi respectiv D’, segmentele O'C' şi O'D' 
ne mai fiind perpendiculare. În felul acesta apare o modificare a unghiului iniţial 
drept COD, unghi ce se transformă in C'O'D'. Făcând ca segmentele OC şi OD să 
tindă către zero se defineşte deformația specifică transversală (sau lunecarea 
specifică) mărimea: 

у = lim (COD —C'0'D') (4.4) 


ОС-»0 
оро? 


De fapt у reprezintă cantitatea cu care se modifică unghiul initial drept COD. În 
cazul unui element paralelipipedic din interiorul corpului in discutie, element avánd 
laturile a, b si c infinit mici, deformatia specifică transversală din planul xy se 
defineste ca fiind, (fig. 4.3): 


Y = „= atg b/as b/a 
О x 


Fig. 4.3 


Dacă corpului reprezentat în figura 4.2 i se ataşează un sistem de referinţă 
triortogonal drept Oxyz, a cunoaşte starea de deformatie din interiorul corpului 
înseamnă a cunoaşte, la nivelul fiecărui punct particular al acestuia, componentele 
tabloului de mai jos: 


€, Хуу Ус 
T gs Ел И (4.5) 


7 2Х A zy e; 


Mărimea T, poartă numele de tensorul deformatiilor. Cu alte cuvinte, starea de 
deformatie din interiorul unui corp solicitat la exterior de un sistem de sarcini aflate 
în echilibru mecanic este definită de cele nouă componente din tabelul (4.5). Dat 
fiind faptul că există relaţiile Уу =7,, y, л», У. =Yzy» dintre aceste nouă 
componente doar şase sunt distincte. Drept urmare starea de deformatie din 
interiorul unui corp este o mărime tensorială. 
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4.3 TENSIUNI 


Dacá metoda sectiunilor si diagramele de eforturi sectionale prezentate ín 
cadrul capitolului II reprezintă un prim pas, absolut necesar, in analiza unei anumite 
structuri mecanice sau componente structurale (bară, grindă etc.), acestea nu oferă 
însă informaţiile complete cu referire la rezistenţa unui corp solicitat la exterior de 
un sistem de sarcini aflate în echilibru mecanic. Este motivul pentru care a apărut 
ca imperativă introducerea noţiunii de tensiune. 

Sá ne întoarcem pentru moment la metoda sectiunilor, considerând un corp 
oarecare solicitat la exterior de un sistem de sarcini aflate în echilibru mecanic (fig. 
4.4a). 

Sectionánd corpul printr-un plan oarecare z se vor obţine două segmente distincte 


П 
Р, 


Fig. 4.4 


de corp ( si IN — figura 4.4b. În felul acesta se pun în evidenţă eforturile sectionale 
ce se dezvoltă la nivelul sectiunilor plane obţinute, eforturi menite să menţină 
echilibrul ambelor segmente de corp. În general, conform celor prezentate în 
capitolul II, eforturile sectionale se pot reduce la 
o forţă rezultantă şi un moment rezultant care, la 
rândul lor, se pot descompune într-o 
componentă normală si una tangenţială la 
suprafaţa de sectionare, (fig. 4.5). 

Originea sistemului de referinţă 
triortogonal drept se ia întotdeauna în centrul de 
greutate al suprafeţelor de sectionare, punct 
fundamental în analizele ce vor urma. Deşi în 
momentul de faţă nu se poate argumenta 
această afirmaţie, lucrurile vor deveni evidente 

Fig. 4.5 pe parcursul expunerii. 

Eforturile sectionale definite mai sus (R, 
M, R’, M’), împreună cu componentele acestora, reprezintă efectul mecanic global 
ce se dezvoltă la nivelul suprafeţelor de sectionare considerate. Dar, în cazul în 
care corpul solicitat se va distruge sub acţiunea sarcinilor exterioare, ruperea se va 
iniţia la nivelul unui anumit punct al corpului, urmând ca apoi fisura să se propage 
în întreg corpul. Acesta este motivul principal pentru care se impune trecerea de la 
efectul global la efectul local, la nivel de punct, pentru corpul solicitat la exterior de 
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un sistem de sarcini aflate în echilibru mecanic. O astfel de trecere impune 
introducerea conceptului de tensiune. 

Pentru definirea acestui concept se 
consideră spre exemplu segmentul | rezultat 
prin sectionarea imaginară a corpului din figura 
4.4. Pe suprafaţa de sectionare a acestui 
segment se mai consideră un punct oarecare 
C şi o suprafaţă elementară de arie infinit mică 
AA ce înconjoară punctul C (fig. 4.6). Se 
notează cu AP forța de suprafaţă ce 
acţionează la nivelul suprafeţei AA. Această 
forță modelează de fapt interactia (legătura) 
mecanică dintre punctele suprafeţei 

Fig. 4.6 elementare ЛА şi cele ale suprafeţei 

elementare ЛА’ aparţinând segmentului 11 de 

corp şi cu care AA vine în contact în starea ne sectionatá a corpului. Se numeşte 

tensiune medie totală la nivelul suprafeţei elementare de arie AA mărimea 
vectorială 


P, 


— AP 


E 4.6 
11355777 (4.6) 


Fácánd са ЛА sá tindá cátre zero (сееа ce inseamná cá, la limitá, AA tinde sá se 
reducă la punctul C), se numeşte tensiune totală în punctul C (sau mai simplu: 
tensiunea din punctul C) mărimea vectorială (fig. 4.6) 

— AP 

P= lim —: (4.7) 

A430 AA 

Este important de observat faptul cá tensiunea din punctul C are diverse valori în 
funcţie de orientarea spaţială a planului de sectionare л. 

Tensiunea dintr-un punct se poate descompune în două componente: o 
componentă o, normală la suprafaţa de arie AA, denumită tensiune normală si о 
componentă т, conținută în planul suprafeţei elementare de arie AA, denumită 
tensiune tangentialá (n - direcţie normală şi £ direcţie tangentialá - figura. 4.6). Dat 
fiind faptul cá forta de suprafatá AP se exprimá їп newtoni (N) iar aria elementará 
AA in milimetri pătraţi (mm), tensiunea totală p şi componentele acesteia o şi 7 


se exprimă în N/mm?. Această unitate de măsură se numeşte megapascal (MPa) şi 
N 


27 
тт 


1 МРа-1 


Dacă se va considera acum un sistem de referinţă triortogonal drept xyz având 
originea în punctul C (cu axa Ox perpendiculară pe AA iar Cy si Cz conţinute în 
planul lui AA) tensiunea tangenţială т se mai poate descompune în două 
componente, după axele Cy şi Cz, (fig. 4.7). Pentru a indica în mod clar orientarea 
tensiunilor în spaţiu vizavi de un anumit sistem de referinţă, se va utiliza un sistem 
de indici descris în cele ce urmează. 
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Spre exemplu, o; reprezintă tensiunea normală ce acţionează pe un plan 
perpendicular ре аха x, pe direcţia acestei axe. Tensiunii tangentiale r i se 


P, 


Fig. 4.7 


asociază doi indici: primul indice reprezintă axa 
de referinţă perpendiculară pe planul în care 
acţionează tensiunea tangentialá iar cel de al 
doilea indice reprezintă axa cu care tensiunea 
tangentialá este paralelă. Spre exemplu, туу 
reprezintă tensiunea tangentialá ce acţionează 
într-un plan perpendicular pe axa x, tensiune 
tangentialá ce este paralelă cu axa y. 
Tensiunea p reprezentată în figura 4.7 


se poate exprima astfel: 


р=ої+т,ј+т.К, (4.8) 


unde i,j și k reprezintă versorii axelor de referinţă. 


În figura 4.8 s-a reprezentat convenţia pozitivă de semne pentru tensiunea 
normală respectiv tensiunile tangentiale. 


122 
y 


Fig. 4.8 


y 
Fig. 4.9 


Revenind la planul de sectionare z considerat in definirea conceptului de 
tensiune, trebuie mentionat faptul cá existá un numár infinit de plane ce pot fi duse 
prin punctul C al corpului, plane având orientări diferite în spaţiu. Pentru fiecare 
astfel de plan dus prin punctul C există o anumită tensiune p, în conformitate cu 


cele definite mai sus. Deşi, în felul acesta, se poate vorbi despre o infinitate de 
tensiuni aferente punctului C, în funcţie de orientarea spaţială a planului ce trece 
prin acest punct, se poate demonstra faptul că (lucru ce se va face ulterior în acest 
curs) starea de tensiune din punctul C este complet definită prin tensiunile aferente 
celor trei plane perpendiculare între ele, plane ce conţin la intersecţie punctul C, 


(fig. 4.9), unde: 


p 


> 
роет Jur. E 


У 


» » 


» » » 


Туул TOIT (4.8) 


» » 


р, > Ta DET j+0,k. 
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Tabloul 


O, T 
Xy х2 
1,=|7, О, T, (4.9) 
yz у Mz 
T T 0 


se numeşte tensorul tensiunilor la nivelul punctului C. 

Pentru a se putea vizualiza starea de tensiune din punctul C se va considera 
un element cubic infinit mic, de latură a, element în centrul căruia se găseşte 
punctul C. Pe cele şase fete ale elementului cubic considerat tensiunile normale si 
tangentiale ce se dezvoltă se pot reprezenta ca în figura 4.10. 


O, 


Fig. 4.10 Fig. 4.11 


Componentele tensiunii din figură sunt: 

- оу,оу,оу: reprezentând tensiunile normale ce acţionează perpendicular pe 
fetele elementului cubic, după directiile x, y si z; 

- fy. Туу, Tyz Туу, Тэх, Тоу: reprezentând tensiunile tangentiale ce acționează 
în planul fetelor elementului cubic considerat. Conform celor precizate 
anterior, tensiunea tangenţială 7, spre exemplu este cea care acționează 
în planul perpendicular pe axa x, fiind paralelă cu axa y. 

Mai este de notat si faptul cá, în conformitate cu figura 4.10, doar trei fete ale 
elementului cubic sunt vizibile. Evident са si pe fetele invizibile ale elementului 
cubic se vor dezvolta tensiuni egale dar de sensuri opuse. Tensiunile normale si 
tangentiale ce se dezvoltă pe feţele elementului cubic sunt puţin diferite faţă de cele 
corespunzătoare punctului C investigat, această diferenţă însă dispărând în 
momentul în care latura a a elementului cubic tinde către zero. 

În cele ce urmează se vor deduce câteva relaţii importante între tensiunile 
tangentiale ce se dezvoltă pe laturile elementului cubic. Înmulţind tensiunile 
normale şi tangentiale cu aria AA a fiecărei fete a cubului se obţine reprezentarea 
din figura 4.11. Din înmulţirea unei tensiuni cu aria suprafeţei pe care aceasta 
acţionează se obţine forța ce se dezvoltă pe suprafaţa respectivă. Considerându-se 
un sistem de referinţă triortogonal drept cu centrul în punctul C se pot scrie şase 
ecuaţii de echilibru pentru aceste forte rezultate şi momentele lor, după cum 
urmează: 
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ЖЕ =0; EF =0; EE =0; (4.10) 
УМ, =0; XM, =0; XM, =0. (4.11) 


Sá considerám spre exemplu ultima ecuatie de echilibru din cele trei ecuatii (4.11), 
УМ. =0. Din figura 4.12 se poate observa că singurele componente ale tensiunii 
totale din punctul C care dau moment faţă de axa Oz sunt tensiunile tangentiale. 
Aceste tensiuni inmultite cu aria suprafeţelor 
pe care acţionează (AA) înseamnă forte 
care, la rândul lor, dau două momente faţă 
de axa Oz. Astfel se poate scrie că: 


XM, = 0 (7, 44)-a— (7, 44):a=0, 


ceea ce conduce la relaţia: 

T. Ta (4.12) 
Procedând în mod analog şi cu celelalte 
două ecuaţii de echilibru (4.11) va rezulta 
cá: 
E. (4.13) 


yz zy! (25 х2 


Fig. 4.13 


Din relaţiile (4.12) si (4.13) se poate concluziona cá din cele nouă 
componente ale tensiunilor normale si tangentiale ce se dezvoltá pe fetele 
elementului cubic ce contine punctul investigat C, doar sase componente sunt 
distincte: 0,002, zy, txz, tz. Tot din relaţiile (4.12) si (4.13) rezultă o proprietate 
deosebit de importantă, cu consecinţe imediate privind calculul de rezistenţă: o 
tensiune tangenţială nu se poate dezvolta doar într-un singur plan; o tensiune 
tangentialá egală cu aceasta se va dezvolta şi într-un plan perpendicular pe primul, 
cele două tensiuni tangentiale fiind la fel orientate faţă de muchia comună, (fig. 
4.13). Această proprietate este cunoscută sub numele de legea dualității tensiunilor 
tangentiale. 


4.4. RELATII DE ЕСНМАГЕМТА ÎNTRE EFORTURI ŞI TENSIUNI PE 
SECŢIUNEA TRANSVERSALA A UNEI BARE 


În conformitate cu metoda sectiunilor, în cazul cel mai complex de solicitare 
(dacă se poate spune aşa), pe secţiunea transversală a unei bare efortul total este 
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reprezentat prin toate cele şase componente posibile, (fig. 4.14): N, Ty, Tz, М,=М,, 
Му şi Miz. 


Fig. 4.14 Fig. 4.15 


Toate aceste şase componente reprezintă efectul mecanic global resimţit la nivelul 
întregii secţiuni transversale curente a barei. Pe de altă parte însă, la nivelul 
fiecărui punct al secţiunii transversale (definit de o suprafaţă având o arie infinit 
mică dA, ce tinde la limită către zero) se dezvoltă tensiuni normale şi tensiuni 
tangentiale, (fig. 4.15). Spre exemplu, la nivelul unei suprafeţe de arie infinit mică 
dA, suprafaţă poziționată pe secţiunea curentă a barei prin coordonatele z şi y, 
acţionează atât tensiunea normală o, cât şi tensiunile tangentiale ду şi д. 
Eforturile sectionale globale N, Ty, 72, M=M, Му si М, nu reprezintă altceva decât 
suma tuturor efectelor mecanice locale reprezentate prin tensiunile normale şi 
tangentiale de la nivelul fiecărui element de arie infinit mică dA al secţiunii 
transversale curente a barei. Ca urmare se pot scrie uşor următoarele relaţii de 
echivalență dintre eforturile sectionale şi tensiuni: 


N = fo, 44: 
T,= fr, 44; 
А 
T, = | t,- d4; 
A 
М, = М, = flez- raya: 
A 


M, = [с,244; (4.14) 


A 
M, = foyda. 
A 
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5. IPOTEZE FUNDAMENTALE ÎN REZISTENȚA 
MATERIALELOR 


Pentru determinarea tensiunilor, deformaţiilor specifice şi deplasărilor 
aferente calculului de rezistenţă este necesară deducerea în prealabil a unor 
ecuaţii fundamentale. În cadrul acestui proces însă, dacă se vor lua în considerare 
toti factorii ce intervin, rezultatul obţinut va fi atât de complicat încât nu va putea fi 
folosit în aplicaţiile inginereşti imediate. Drept urmare s-a considerat imperios 
necesară introducerea unor ipoteze simplificatoare care să vizeze proprietăţile de 
material pentru corpul ce reprezintă, aşa după cum s-a mai precizat anterior, 
obiectul de investigație al Rezistenței materialelor. Prin aceste ipoteze 
simplificatoare se vor neglija anumiţi factori cu mai puţină influenţă imediată, 
simplificându-se în acest fel calculul de rezistenţă, pe de o parte, dar, pe de altă 
parte, plasând acest calcul într-un domeniu de eroare suficient de mic pentru ca 
rezultatele obţinute să nu se îndepărteze prea mult de realitatea fenomenului fizic. 

În contextul celor de mai sus s-au introdus următoarele ipoteze fundamentale 
de Rezistenţa materialelor, ipoteze menite să ofere soluţii practice suficient de 
precise în aplicaţiile inginereşti imediate: 


1. Materialul corpului este continuu: ceea ce înseamnă că întregul volum al 
corpului este ,umplut" cu materie, fără ca acesta să conţină deci goluri, sufluri, fisuri 
etc. În felul acesta o serie de mărimi ce intervin în calculul de rezistenţă, cum ar fi 
tensiunile, deformaţiile specifice sau deplasările vor putea fi modelate prin funcţii 
continue în spaţiul ocupat de corp şi definit în cadrul unui sistem de referinţă 
triortogonal drept, ataşat în mod convenţional acestui spaţiu. Pe de altă parte însă 
se cunoaşte faptul că materia este discontinuă, ipoteza de continuitate fiind astfel 
negată de realitatea fizică. Dar atâta timp cât dimensiunile corpului investigat de 
Rezistenţa materialelor sunt mult prea mari în comparaţie cu dimensiunile 
particulelor constitutive ale corpului (cum este adesea cazul în calculul de 
rezistenţă pentru structurile mecanice) erorile introduse prin ipoteza de continuitate 
sunt total nesemnificative. 


2. Materialul corpului este omogen: ceea ce înseamnă că se întâlnesc 
aceleaşi proprietăţi de material în orice punct al corpului investigat. În contextul 
acestei ipoteze prin calculul de rezistenţă se poate viza doar un volum infinit mic de 
material din interiorul corpului, urmând ca apoi rezultatele obţinute să fie 
extrapolate pentru întregul corp. 


3. Materialul corpului este izotrop: ceea ce înseamnă cá materialul are 
aceleaşi proprietăţi după orice direcţie, calculul de rezistenţă ne mai depinzând 
astfel de orientarea sistemului de referinţă ales. 


Trebuie specificat faptul că cele mai multe dintre materialele utilizate în 
inginerie nu satisfac ultimele două ipoteze de mai sus. În cazul unui oţel de 
construcţii spre exemplu, o analiză simplă la microscop dezvăluie că structura 
acestuia este constituită din cristale având orientări spaţiale diferite. Cu alte cuvinte 
un astfel de material nu poate fi considerat omogen sau izotrop. Cu toate acestea 
însă, dat fiind faptul că dimensiunile acestor cristale sunt foarte mici comparativ cu 
cele ale corpului şi că orientarea acestor cristale este întâmplătoare, 
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comportamentul mecanic al unui astfel de material poate confirma cele două 
ipoteze de omogenitate şi izotropie. Din aceste motive calculul de rezistenţă se 
poate baza cu precizie şi pe aceste două ipoteze comentate, atâta timp cât 
materialul investigat nu a fost supus în prealabil unui proces de laminare care să 
confere acestuia o orientare bine definită a cristalelor din structură. Spre deosebire 
de oţelul de construcţii, lemnul nu este un material izotrop ci unul anizotrop. Este 
evident faptul că proprietăţile mecanice ale lemnului diferă semnificativ de la cele în 
lungul fibrelor la cele perpendiculare pe fibre. 


4. Ipoteza micilor deformatii: deplasările tuturor punctelor corpului solicitat 
sunt mult mai mici decât dimensiunile corpului iar deformatiile specifice si rotatiile 
fiecărui element liniar sunt mult mai mici decât unitatea. Prin această ipoteză 
ecuaţiile de echilibru mecanic se pot scrie pe 
starea nedeformată a corpului, simplificându- 
se astfel calculul în mod evident. În acelaşi 
timp, în scrierea relaţiilor geometrice între 
deformatiile specifice şi între deplasări, se pot 
neglija pătratele sau produsul mărimilor de 
valoare mică. Spre exemplu, momentul în 
punctul A pentru grinda din figura 5.1, moment 
dat de forţa P, se va scrie utilizând drept braţ 
Fig. 5.1 al forţei lungimea / în loc de /^ (aşa cum ar fi 
corect). Dat fiind faptul însă că diferenţa dintre 
cele două lungimi este foarte mică, în contextul ipotezei micilor deformatii se poate 
face această înlocuire ce, pe de o parte, simplifică substanţial calculul iar, pe de 
altă parte, rezultatul obţinut nu se îndepărtează prea mult de realitatea fizică. 
Scrierea ecuaţiilor de echilibru se va face aşadar pe starea nedeformată a corpului. 
Urmând aceeaşi idee, pentru barele articulate în punctul B şi solicitate de 

forţa P (fig. 5.2), în ipoteza micilor deformatii se poate presupune că unghiul a pe 


Fig. 5.2 


care aceste bare îl fac cu verticala înainte de deformare (înainte de acţiunea forţei 
P - figura 5.2a) rămâne aproximativ la aceeaşi valoare şi după deformare (în 
momentul în care barele sunt solicitate de forţa P - figura 5.2b). 
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O consecinţă directă a ipotezei micilor deformatii este principiul suprapunerii 
de efecte. 


5. Materialul corpului este perfect elastic: ceea ce înseamnă că acesta 
respectă în totalitate legea lui Hooke conform căreia există o relaţie de directă 
proportionalitate între tensiuni si deformatii (fig. 5.3). Sub această ipoteză se poate 
considera că toate constantele elastice vor fi independente de valorile tensiunilor şi 
deformaţiilor. 


Fig. 5.3 


Justificarea ipotezei de elasticitate liniară se regăseşte în comportamentul fizic al 
celor mai multe dintre materialele utilizate în inginerie. 

În general vorbind, se spune că un corp se comportă elastic atunci când 
acesta se deformează sub acţiunea sarcinilor exterioare, deformatiile revenind însă 
la zero în momentul în care sarcinile exterioare îşi încetează acţiunea. 

Relaţia liniară dintre tensiuni şi deformatii, sub forma cea mai simplă, se 
poate exprima prin legea lui Hooke astfel: 


o=E.e şir=G.y, (5.1) 
unde E este modulul de elasticitate longitudinal al materialului corpului (sau 
modulul lui Young, după numele reputatului om de ştiinţă englez Thomas Young 
(1773-1829)) iar G este modulul de elasticitate transversal. Pentru oţelul de 
construcţii: 

E = 2,1-10° MPa ; С = 8 10^ MPa. 
Dependenţa liniară dintre tensiuni si deformatii, aferentă comportamentului liniar 
elastic al corpurilor, este reprezentată în figura 5.3. 


6. Principiul lui Saint-Venant: cu excepţia zonelor din imediata vecinătate a 
punctelor de aplicaţie a sarcinilor, distribuţia tensiunilor într-un corp este 
independentă de modul explicit de aplicare a respectivelor sarcini, atât timp cât 


Fig. 5.4 
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acestea sunt echivalente din punct de vedere mecanic. În conformitate cu acest 
principiu, tensiunile si deformatiile aferente unui punct oarecare K al grinzii din 
figura 5.4, suficient de îndepărtat de 
punctele de aplicare a sarcinilor, au 
aceeaşi valoare pentru ambele tipuri de 
sarcini, echivalente din punct de vedere 
mecanic (fig. 5.4a,b). 


7. Ipoteza lui Bernoulli: pentru barele 
drepte solicitate la întindere-compresiune 
(fig. 5.5) sau încovoiere (fig. 5.6), 
secţiunile plane şi perpendiculare pe axa 
barei înainte de deformare rămân plane şi 
perpendiculare ре аха barei şi după 
deformare. 


M, M, 
A C F » 
B p 


Fig. 5.6 
Toate ipotezele specificate mai sus sunt menite sá simplifice fundamental 


calculul de rezistentá, fárá insá ca acestea sá conducá la erori semnificative vizavi 
de realitatea fizicà. 
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6. SOLICITAREA AXIALĂ (ÎNTINDERE - COMPRESIUNE) 


Una dintre problemele fundamentale cu care se confruntă inginerul proiectant 
constă în aceea de a alege materialul potrivit şi apoi dimensiunile potrivite ale 
diverselor componente structurale în aşa fel încât acestea să confere o funcţionare 
optimă structurilor mecanice din care fac parte. În acest scop apare ca esenţială 
determinarea rezistenţei, rigiditátii şi a altor proprietăţi de material. Toate aceste 
caracteristici sunt apoi comparate cu cele rezultate din calculul de rezistenţă. Din 
această comparaţie vor rezulta elementele necunoscute ce se doreau a fi 
determinate. Este ideea fundamentală ce vizează calculul de rezistenţă, idee ce va 
putea fi urmărită pe parcursul capitolelor de solicitări simple ce vor fi prezentate în 
cele ce urmează. 


6.1 TENSIUNI ŞI DEFORMATII 
Se spune că o bară este solicitată axial (întindere — figura 6.1a sau 


compresiune — figura 6.1b) atunci când în orice secţiune curentă a sa efortul 
sectional global este reprezentat printr-o singură componentă: forţa axială N. 


Fig. 6.1 


Pentru calculul tensiunilor şi deformatiilor dintr-o bară solicitată axial se vor 
considera următoarele ipoteze: 
materialul barei este continuu, omogen, izotrop şi liniar — elastic; 
este valabilă ipoteza micilor deformatii; 
este valabilă ipoteza lui Bernoulli; 
legea lui Hooke se exprimă prin forma cea mai simplă: c, =E£E:c,. 


Consideraţii de ordin static 


Se sectioneazá bara din figura 6.1a (spre exemplu) printr-un plan oarecare z, 
perpendicular pe axa Ox a barei, (fig. 6.2a). Se îndepărtează segmentul stâng al 
barei obţinut prin sectionare, pe suprafaţa de sectionare a segmentului drept al 
barei dezvoltându-se forţa axială N, în conformitate cu metoda sectiunilor 
prezentată în capitolul 2. Din condiţia de echilibru al segmentului drept al barei 
rezultă: 

УЕ, =0>N-P=0>N=P. 


Efortul axial N reprezintă de fapt efectul mecanic global resimţit la nivelul întregii 
suprafeţe de sectionare pe care acţionează. Pe de altă parte însă, la nivelul fiecărui 
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punct al suprafeţei de sectionare se vor dezvolta tensiuni normale o, (fig. 6.2b). În 
mod evident, efectul cumulat al acestor tensiuni va trebui să fie echivalent din punct 


y 
Fig. 6.2 


de vedere mecanic cu cel al efortului axial N. 
Consideránd acum un element oarecare de arie 
infinit micá dA al suprafetei de sectionare si 
inmultind această arie cu tensiunea normală o 
ce se dezvoltă la nivelul suprafeţei de arie dA se 
obţine forţa axială elementară dN ce acţionează 
la nivelul suprafeţei de arie infinit mică considerate, (fig. 6.3). Se poate scrie 
aşadar: 


dN = o -dA. (6.1) 


Din cele prezentate mai sus rezultă relaţia dintre efortul axial global N si tensiunile 
normale o dezvoltate pe întreaga suprafaţă de sectionare după cum urmează: 


N = [ed4, (6.2) 
A 


unde A reprezintá aria intregii suprafete a 
sectiunii transversale a barei. 


Ў : " : : 
Fig. 6.3 Consideratii de ordin geometric 


În conformitate cu ipoteza lui Bernoulli, în urma acţiunii forţei аха P, toate 
punctele unei secţiuni transversale curente a barei se vor deplasa cu aceeaşi 
cantitate u, secţiunea transversală rămânând plană şi după deformare, (fig. 6.4). Se 
poate scrie aşadar: 


E, = x — constant. (6.3) 


Din legea lui Hooke rezultă: 
с=с, = E-£, = constant. (6.4) 


Са urmare, tensiunea normalá с se poate scoate їп fata integralei din relatia (6.2) 
obţinând: 
N = [cd4- c |44 - ол (6.5) 
A A 
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şi în final: 


P 
T (6.6) 


Fig. 6.4 


Este de notat faptul că în relaţia (6.6) tensiunea normală o este obţinută prin 
raportul dintre forţa P (egală cu efortul sectional global N) si aria secţiunii 
transversale A. Drept urmare această tensiune reprezintă o valoare medie a tuturor 
tensiunilor de la nivelul punctelor secţiunii transversale şi nu neapărat tensiunea 
normală la nivel de punct pe secţiunea considerată. Pentru a defini tensiunea 
normală la nivelul unui anumit punct Q al secţiunii transversale, va trebui considerat 
un element de arie infinit mică dA, element care să înconjoare punctul Q şi care să 
tindă către acest punct atunci când dA tinde câtre zero, (fig. 6.3). Făcând raportul 
dintre efortul elementar dN (ce se dezvoltă la nivelul elementului de arie dA) şi aria 
dA se obţine valoarea medie a tensiunii normale o de la nivelul elementului 
considerat. Tensiunea normală с din punctul Q se obţine la limită сапа dA tinde 
către zero. 

În general valoarea obţinută pentru tensiunea normală o într-un anumit punct 
Q al secţiunii transversale este diferită de valoarea medie a tensiunii normale dată 
de relaţia (6.6), această tensiune normală 
având o anumită variaţie pe secţiunea 
transversală curentă a barei. 

Fie spre exemplu cazul unei bare 
solicitate Іа capete de două forţe 
concentrate P de sensuri opuse, (fig. 
6.5a). Variația tensiunii normale o pe | O [-------g 
secţiunile transversale ale barei situate în 
imediata vecinătate a punctelor de |  1|..... 
aplicaţie а celor două forte este 
considerabilă, (fig. 6.5b,d), pe când 
variaţia aceleeasi tensiuni, dar pe secţiuni 


transversale suficient de îndepărtate de Ч 4 i Л 
aceste puncte de aplicaţie, poate fi a. b. С. d. 
considerată ca nesemnificativă, (fig. 6.5c). Fig. 6.5 


În aplicațiile practice se уа 
considera însă că tensiunea normală o este constantă pe orice secţiune 
transversală a barei (calculându-se cu relaţia (6.6)), cu excepţia acelor secţiuni 
situate în imediata apropiere a punctelor de aplicaţie ale forţelor. 


„Rezistenta materialelor — solicitări simple. 


Mai trebuie însă specificat şi faptul cá, pentru a considera o distribuţie 
uniformá a tensiunii normale pe sectiunile transversale ale unei bare, este necesar 


Fig. 6.6 Fig. 6.7 


ca fortele concentrate P sá fie aplicate їп centrele de greutate ale sectiunii barei, 
(fig. 6.6). Dacá їп<а fortele aplicate actioneazá excentric, (fig. 6.7a), in sectiunile 
transversale ale barei, al cáror centru de greutate se gáseste la o distantá oarecare 
a fatá de linia de actiune a fortelor, efortul sectional global va fi reprezentat prin 
douá componente: forta axialá N, egalá cu forta P, si un moment incovoietor M-aP. 
Este evident cá pe aceste secţiuni transversale tensiunea normală nu va mai fi 
constantă. Această problemă va fi discutată mai târziu, în cadrul unui alt capitol. 

Revenind acum la relaţia (6.6), problema care se pune este aceea de a afla 
dacă bara din figura 6.1 poate rezista acţiunii forţelor P. În acest sens va trebui ca 
valoarea calculată a tensiunii normale o să se compare cu valoarea maximă a 
tensiunii normale la care rezistă materialul din care este confecţionată bara. În 
cazul în care bara este din oţel (spre exemplu), din tabelele specializate ce fac 
referire la proprietăţile de material se poate extrage aşa numita tensiune admisibilă 
oa pentru oţel. Mai trebuie specificat si faptul că, la rândul lor, aceste proprietăţi de 
material se stabilesc în urma încercării la întindere — compresiune a materialelor, 
încercare pe baza căreia se trasează cunoscuta curbă caracteristică. Acest lucru 
se va prezenta în detaliu ceva mai târziu pe parcursul acestui capitol. 

În concluzie, pentru calculul de rezistenţă a unui corp de tip bară solicitată la 
întindere — compresiune (în contextul celor trei categorii tipice de probleme: 
dimensionare, verificare sau calcul al sarcinii admisibile) trebuie ca, pe de o parte, 
să se determine valoarea tensiunii normale o utilizând relaţia (6.6). Pe de altă 
parte, din manualele de specialitate trebuie extrasă valoarea tensiunii admisibile ба 
pentru materialul din care este confecţionată respectiva bară. În final condiţia de 
rezistenţă devine: 


P 
g-——SU,.u. 6.7 
4 бан (6.7) 


Asa dupá cum s-a mai mentionat, conditia (6.7) se poate utiliza pentru toate cele 
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trei categorii de probleme de rezistenţă. De asemenea principiul prezentat mai sus 
este valabil şi pentru celelalte tipuri de solicitări simple: forfecare, torsiune, 
încovoiere, în conformitate cu cele ce vor fi prezentate în capitolele următoare. 

Un alt aspect deosebit de important privind analiza şi proiectarea structurilor 
mecanice se referă la problematica deformaţiilor provocate în aceste structuri 
datorită acţiunii sarcinilor exterioare. Este evident 
faptul că aceste deformatii nu trebuie să depăşească 
anumite limite critice, dincolo de care funcţionalitatea 
respectivelor structuri va fi împiedicată. 

Se consideră spre exemplu cazul unei bare 
BC, de lungime / şi arie a secţiunii transversale 
curente A, bară încastrată în punctul C (fig. 6.8a). 
Dacă în secţiunea B a barei se aplică o forţă 
concentrată P atunci bara se va alungi cu cantitatea 
A! (fig. 6.8b). Dat fiind faptul că deformația specifică 
longitudinală este: 


Аё 
ё. = —, 
ё 
Fig. 6.8 din legea lui Hooke rezultă са: 
o=0, Еа, ЕЗ. (6.8) 
Înlocuind expresia tensiunii normale с din relaţia (6.6) în relaţia (6.8) se obţine: 
N gat 
A ё 
de unde rezultă cá 
Р 
Аё = e = -| (6.9) 
EA EA 


unde E este modulul de elasticitate al materialului iar N forţa axială ce are în acest 
caz o valoare constantă în lungul barei (N=P). 

Relaţia (6.9) se poate utiliza doar în cazul în care modulul de elasticitate 
longitudinal E este constant, secţiunea transversală a barei este de asemenea 
constantă, de arie A, pe toată lungimea barei iar bara este solicitată la capete de 
două forţe concentrate (P şi reacţiunea din punctul C, egală tot cu P). Dacă însă 
bara este solicitată pe lungimea sa si de alte forte axiale sau dacă bara nu are o 
secţiune transversală constantă, pentru calculul deformatiei A/ va fi necesar ca 
bara să se împartă pe porţiuni în aşa fel încât relaţia (6.9) să se poată aplica pe 
fiecare porţiune în parte. În final deformația totală a barei se va calcula ca sumă 
algebrică a deformatiilor tuturor portiunilor distincte ale barei: 


N, 
Аё=»› —, (6.10) 
za 
unde i reprezintă numărul de porţiuni distincte ale barei, porţiuni pe care E,A şi N 
sunt constante. 
Fie spre exemplu cele două bare din figura 6.9 pentru care se cer valorile 


deformaţiilor A/. 
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Fig. 6.9 


P-2a 3: Pa 2.Ра 7Ра 
EA EA EA EA ` 


Astfel, pentru cazul din figura 6.9a, deformatia longitudinală totală a barei este 


Де 
ЕА 


P-2a 2-Pa 2-Pa 5-.Pa Pa 
= + + + =7,5——. 
ЕА ЕА DEA 2ЕА EA 


În cazul unei bare având 
secţiunea transversală variabilă 
şi/sau efortul axial variabil (A-A(x) si 
N-N(x), х fiind parametrul lungime ce 
poziţionează secţiunea transversală 
curentă a barei), relaţia (6.9) nu poate 
fi aplicată decât unui element de bară 
de lungime infinit mică dx (fig. 6.10). 
Dat fiind faptul că un astfel de 
element de bară are o lungime infinit 
mică, variaţia ariei secţiunii 
transversale A şi cea a efortului axial 
N pe lungimea acestui element se pot 
neglija, relaţia (6.9) devenind în felul 

Fig. 6.10 acesta aplicabilă. 
Astfel, pentru bara din figura 
6.10, deformatia longitudinalá a elementului de bará de lungime infinit micá dx se 
poate scrie sub forma: 


А(ах)= ———— , (6.11) 
ce reprezintá de fapt relatia (6.9). 


88 


„Solicitarea axială (întindere — compresiune) . 


Deformaţia longitudinală totală Аё a barei din figura 6.10 se obţine prin integrarea 
relaţiei (6.11), pe întreaga lungime / a barei. 


Exemplul 6.1 


дем) 
o EA(x) 


dx. (6.12) 


Pentru bara din figura 6.11 să se traseze diagrama de forțe axiale, să se 
determine valoarea necesară а diametrului d astfel ca bara să reziste solicitării si 


în figura 6.11. 


să se calculeze deplasarea pe verticală a 
punctului 1, cunoscând са tensiunea 
admisibilă a materialului barei este o4 = 150 
MPa iar modulul de elasticitate longitudinal 
E= 2,1 :10%MPa. 

Din condiţia de echilibru al barei 
rezultă că valoarea reacţiunii din încastrarea 
B este: 


Үв=250КМ. 
Rezultă imediat са: 
Ni = 125 kN = constant; 
N> = 125 kN = constant; 
Ns.g = 125 + 125 = 250 kN = constant. 


Diagrama de forţe axiale a fost reprezentată 


Pentru determinarea valorii necesare a diametrului d ce să-i confere barei 
rezistenţă la solicitarea din exterior se va utiliza relaţia (6.7): 


Стах < Oa. 


Valoarea maximă а tensiunii normale pentru întreaga bară se poate calcula са 
maximul tensiunilor normale determinate pentru fiecare portiune distinctá a barei. 


Rezultă astfel: 


_ Nu 12510 4125105. 


С = = ? 
ДЕЕ FR vd: ла? 
4 
№; 125.10  4.125.10? 
0,3 == == 2 == 2 ; 
4,4 л(@,5-4)) л(15-4) 
4 
Му» 250.0! 4-250-107 
с, = = = 
3-B 


Ap (55d) я(54у ` 
4 


Ca urmare valoarea maximă a tensiunii normale o este cea corespunzătoare 


porțiunii 1-2 de bară: 
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4-125-107 
О max ^ O1-2 ——— 53 5 -150. 
ла 


| : ‚10? 
d > ШЗ ды mm. 
л -150 


Valoarea necesară a diametrului d este aşadar: 


Rezultă că: 


d = 32,57 mm = 32,6 mm. 


Deplasarea pe verticală a punctului 7 (ce reprezintă de fapt deformația Аё a 
barei) se obţine utilizând relaţia (6.10) după ce, în prealabil, bara a fost împărţită în 
trei porţiuni distincte: 


NL, 


125-10? - 2000 125-10? -1000 250-10? -1500 
+ = + - = 2,69 mm. 
ИЖЕ ле ДЕ. 705-326) 21-105 20,5-32,6)? 
4 


1 


Exemplul 6.2 


O bará foarte rigidá BCD este sustinutá de cátre douá bare verticale 1 si 2, 
(fig. 6.12). Cele două bare verticale sunt confecționate din oţel având E= 2,1 -10° 
MPa si o4 = 150MPa. Sistemul de bare este solicitat în punctul C de o forță 
concentrată P-76,5kN. Să se determine din condiția de rezistență valorile necesare 
ale diametrelor celor două bare verticale (d, şi d»), precum şi deplasarea pe 
verticală a punctului C. 


R 
N 
eL 
— 


2 


Fig. 6.12 Fig. 6.13 


Notă. Înainte de a se trece la rezolvarea problemei trebuie specificat cá o 
bară foarte rigidă (bara BCD în cazul de faţă) este o bară care nu se deformează 
sub acţiunea sarcinilor exterioare (sau, mai bine spus, deformatiile sunt infinit mici). 

Eforturile axiale din cele două bare verticale se pot determina sectionánd 
imaginar aceste bare şi utilizând apoi ecuaţiile de echilibru ce se impun, (fig. 6.13): 


90 


„Solicitarea axială (întindere — compresiune) . 


S Min 209 М,.2,25-76,5-125 =0 => N, = 425kN; 
УЕ, =0 => № + №, ST65kN №, =34kN. 


Este important de retinut faptul са, їп general vorbind, їп rezolvarea problemelor de 
intindere-compresiune primul pas constá ín calculul eforturilor axiale din elementele 
ce urmează a fi calculate. Trebuie de asemenea notat cá, în cazul de faţă, cele 
două eforturi sectionale axiale din barele 7 şi 2 sunt pozitive, ceea ce înseamnă că 
cele două bare sunt solicitate la tracţiune. 

Din condiţiile de rezistenţă pentru cele două bare verticale rezultă: 


3 3 
107.4 
gi М 42510 чо 47150 = d, =] 120 104 —18,99тт; 
A ла; P л :150 
4 
3 3 
| 134-107-4 
ИЕ зе ee reis > d,= U ГҮРЭН 
A zd; i л.150 
4 


Se adoptă: а{=19тт;, d;-17 тт. 
In figura 6.14 s-a reprezentat modul in care se deformeazá sistemul de bare 
sub actiunea fortei concentrate exterioare P. 


Fig. 6.14 
3 
EUNT у, 
E usse. 
4 
3 
A, = mE: шагшин "x — 0,891 mm. 
2 21-105 A 


Din triunghiurile asemenea formate rezultă în final că valoarea deplasării pe 
verticală a punctului C este СС”=0,792тт. 
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Exemplul 6.3 


Două bare, BC şi BD, având secţiunile transversale de formă circulară şi 
constante în lungul barelor, sunt solicitate în punctul B de o forță concentrată 
1,4m P=30kN, (fig. 6.15). Ştiind că tensiunea 
admisibilă pentru materialul celor două bare 
este oa=150MPa iar modulul de elasticitate 
longitudinal este Е=2,1-10°МРа să se 
determine valorile necesare ale diametrelor d; 
şi də ale celor două bare precum şi 
deplasarea verticală a punctului B. 

Din geometria structurii din figura 6.15 
rezultă imediat că lungimile celor două bare 
sunt: 


0|-0,956 mm; £, = 0,743 mm. 


Prin sectionarea transversală a celor două 
Fig. 6.15 bare se pun în 


evidență — efotuile МҸ 10 
axiale N, şi respectiv N2. Din condiţiile de echilibru mecanic 
pentru punctul B rezultă (fig. 6.16): о 
УХ =0 = № соѕ30° – N, соѕ40° = 0; | T " 
УҮ,-0 = М|соз60° +N, соѕ 50° = 30. Fig. 6.16 
Valorile celor douá eforturi sectionale sunt: 
N4724,46kN si N27 27,64KN. 
Din condiţiile de rezistenţă pentru cele două bare se poate scrie: 
4107 4107-4 
o, 22 n «суу-150 > d= 21752158 үх ий, 
4 
3 3 
pcd = 98 - Хсуу-150 > а, = DOMUS ават. 
4, ла, Е л -150 


4 


Deformatiile longitudinale ale celor douá bare sunt (fig. 6.17): 


_ Nl, 24,46-10° .0,956-10° 


Аё, БТ Тоо -0,682 тт, 
І AEU аага 
3 3 
A, = xc зас T 50/58 n 
2 21-105 241531 
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Deşi forţa concentrată P acţionează vertical, 
datorită lipsei de simetrie a structurii formate din 
cele două bare, punctul B nu se va deplasa pe 
direcţia forţei Р ci pe o altă direcţie BB. 
Operánd în contextul ipotezei micilor deformatii, 
alungirile celor două bare se pot evidentia 
ducándu-se cáte o perpendiculará din punctul B 
pe cele două bare aflate in stare deformată (fig. 
6.17). Utilizând aceeaşi ipoteză a micilor 
deformatii, unghiurile pe care cele două bare il 
fac cu verticala în starea deformată au aceeaşi 
valoare ca cele în stare iniţială. Presupunând că 
unghiul dintre deplasarea ВВ’ şi direcţia 
verticală este g se poate scrie (fig. 6.17): 


A, 20A Ab, A, 
BB'- : ВВ'= = = = 
cos [60° -0| cos (50° +9) COS (60° -0)| cos (50° to) 
АР, р Аё, 
соз 60° coso +sin60° sing  cos50' cos -sin 50° sing 
Ab, Ab, 


= o . o ар o Ы о = 
COS ф(соз 60 +sin 60 ёо) COS ф(соз 50 —sin 50 "m 
=> M, cos 50° — Af, sin 50 tgo = AL, cos 60° + A/, sin 60° tgo => 


= - tgo (At, sin 50” + A, sin 60" )= АС, cos 60" — A/, cos 50". 


Rezultă cá: 
. Af, соѕ50° — Af, cos 60" — 0,682cos 50° —0,531cos 60° 
Ле 510 50° + Af ,sin60' 0,682510 50° - 0,531sin 60° 


= ф=10°. 
Са urmare, deplasarea pe verticalá а punctului B este (fig. 6.18): 


Af 
ЁР у „= ВВ" = BB'cosp= 1 cos = 
Ф 82 5 d cos (60° —ф) ii 
0,682 


@ © cos (60° —10%) 
Fig. 6.18 


соѕ10° = 1,045 mm. 


Exemplul 6.4 


Bara cotitá, foarte rigidá, BOC este sustinutá de cátre bara CD, avánd 
sectiune circulará de diametru d (fig. 6.19). Bara CD este confectionatá din о{е! cu 
съ=150МРа iar modulul de elasticitate longitudinal Е=2,1:10°МРа. Pentru forța 
concentrată P-15,7kN aplicată ca în figură să se determine valoarea necesară а 
diametrului d precum şi deplasarea pe verticală a punctului B. 
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Rezistenţa materialelor — solicitări simple 


0,4 m 


Fig. 6.19 Fig. 6.20 


Din sumă de momente în punctul O scrisă pentru bara foarte rigidă BOC rezultă: 
Y Mo =0 N,-04—-P-0320-— N -0,4-15,7 -0,3 = 0 > N, =11,775 kN (tractiunð; 


Condiția de rezistență este: 


3 ‚102. 
o, =M 1775 10 <сш =150MPa 3 a 12751074 хурын, 
A, zd л.150 
4 


Pentru calculul deplasării pe verticală a punctului B, va s-a recurs la 
reprezentarea modului în care se deformează sistemul de bare studiat (fig. 6.20). 
S-au notat cu C'si В’ poziţiile punctelor C si B în urma deformării sistemului ca 
urmare a acţiunii forţei concentrate P. Dat fiind faptul că bara BOC este foarte 
rigidă, segmentele OC şi OB se vor roti cu acelaşi unghi. Din triunghiurile 
asemenea formate se poate scrie: 


CC' A6 04 
ВВ v} 03 


Rezultă în final: 
03 MN, 03 11775-10' 07-10? 


E 2 
04 ЕА 0,4 2110.219 


6.2 COEFICIENTUL LUI POISSON 


În cazul în care o bară omogenă este solicitată axial, tensiunile si deformatiile 
specifice rezultate vor satisface legea lui Hooke atâta timp cât nu se depăşeşte 
limita de proportionalitate a materialului. 


Fig. 6.21 
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„Solicitarea axială (întindere — compresiune) . 


Dacă forţa axială P aplicată la exterior este orientată în lungul axei x a barei (fig. 
6.21a) se obţine cá o=P/A, unde A reprezintă aria secţiunii transversale a barei iar 
din legea lui Hooke rezultă că 


ez, (6.13) 


unde E este modulul de elasticitate longitudinal al materialului barei. 

Se poate observa de asemenea că tensiunile normale de pe feţele 
perpendiculare pe axele y şi respectiv z sunt oy 707-0, (fig. 6.21b). Am fi tentaţi să 
credem cá şi deformatiile specifice 
aferente s, şi = sunt tot zero. 
Lucrurile nu se întâmplă însă asa. 
Pentru toate materialele utilizate în 
inginerie deformația produsă de o 
forţă axială de tracţiune după axa x a 
barei este întotdeauna însoţită de o 
contracție după orice direcţie 
transversală, (fig. 6.22). 

Fig. 6.22 Cum materialul în discuţie este 

presupus a fi omogen şi izotrop, 

deformația specifică transversală trebuie să aibă aceeaşi valoare după orice 

direcţie transversală: e, = г. Această valoare este cunoscută în literatura de 

specialitate sub numele de deformația specifică laterală. Valoarea absolută a 

raportului dintre deformația specifică laterală şi deformația specifică longitudinală 

reprezintă coeficientul lui Poisson, fiind notată cu litera grecească v. Se poate scrie 
aşadar: 


(6.14) 
€ 


Pentru starea de solicitare reprezentată în figura 6.21, unei creşteri a dimensiunii în 
lungul axei x îi corespunde o scădere a dimensiunilor după direcţie transversală, 
rezultând că 


E, =—v-E, Şi £, =-v-e,. 


х 


(6.15) 


Rezultă de aici că relaţiile ce descriu complet starea de deformatie pentru o 
solicitare axialá de tipul celei prezentate in figura 6.21a sunt 
O — VO 
E, =; £,-6,— E (6.16) 
Fenomenul prezentat mai sus poartă numele de contractie transversală. În timpul 
unui astfel de fenomen dimensiunile iniţiale ale barei se modifică după cum 
urmează (fig. 6.22): 


h > h+Ah=h+he, = + e, )= h(1— ve,); 
b — b+Ab=b+be,=b(l+e,)=b(l-ve,); (6.17) 
lo > 447 Ma 4 ES: 6, =foll+e,). 

Noul volum al barei dupá deformatie este 
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V = 1-е, )-b(l- ve, )- £9(14- &,), 

volumul iniţial (înainte de deformatie) fiind 
yy =b-h-49. 

Astfel, variaţia de volum datorată forţei axiale aplicate este 
AV =V -V =b-h- bo (l -ve,¥ A+£,)-b-h-t)= 
= b-h-49 (i -2va, tve (+s, )-1]- 
=b-h-b lte, —-2ve, -2ve? +v e? +23 zi 
-b.h.lg: [L7 2v -2ve, * v?e, тэс 1 


Dat fiind faptul са deformatiile specifice £x, s,, =, sunt mult mai mici decât unitatea, 
ultimii trei termeni din relaţia de mai sus se pot neglija. Rezultă astfel са 


AV =V -V, &b-h-£9-&,(1-2v). (6.18) 


Pe de altă parte s-a observat experimental faptul că o bară solicitată la tracţiune îşi 
măreşte întotdeauna volumul. Aceasta înseamnă că 

AV »0— b-h-£,-&,(1-2v)» 021-2v > 0. 
Chiar din definitia coeficientului lui Poisson se poate nota faptul cà acesta este o 


mărime strict pozitivă, rezultând de aici cá pentru toate materialele utilizate în 
inginerie există condiţia: 


0«v«0,. (6.19) 
Din experimentele practice a rezultat cá, pentru cele mai multe dintre materiale, 
v=0,3. 
6.3 CONCENTRATORI DE TENSIUNE 


Prin metodele exacte de calcul oferite de teoria elasticitátii precum si prin 
rezultatele experimentale efectuate pe o serie de componente structurale s-a putut 


P c P 


Fig. 6.23 
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„Solicitarea axială (întindere — compresiune) 


demonstra faptul cá, in cazul barelor cu secţiune transversală variabilă, tensiunea 
normală nu este uniform distribuită pe aceste secţiuni transversale. Ca urmare, în 
aceste cazuri, ipoteza lui Bernoulli îşi pierde valabilitatea. Atunci când o bară 
prezintă o variaţie bruscă a secţiunii transversale sau include orice alt tip de 
discontinuitate, în imediata vecinătate a discontinuități tensiunile normale cunosc о 
creştere valorică uneori foarte însemnată în raport cu tensiunile calculate din punct 
de vedere teoretic utilizând relaţia (6.6). În figurile 6.23 şi 6.24 s-au reprezentat 
variațiile tensiunilor normale la nivelul sectiunilor transversale а două bare, la 
nivelul unor astfel de discontinuități. 

Raportul dintre tensiunea maximă (oa) şi tensiunea medie (omea), calculate 
la nivelul secţiunii transversale critice din dreptul discontinuități, poartă numele de 
factor de concentrare a tensiunilor: 


a, = max, (6.20) 


Este de notat faptul că tensiunea normală medie (omea) s-a calculat cu relaţia (6.6) 
în timp ce tensiunea normală maximă (max) reprezintă valoarea reală a tensiunii 
datorate fenomenului de concentrare a tensiunilor. În general vorbind, pentru a 
determina valoarea tensiunii normale maxime la nivelul unui concentrator de 
tensiune, proiectantul va trebui să calculeze mai întâi valoarea medie a tensiunii 
utilizând relația (6.6): Omea=7N/A, pentru ca apoi să obțină valoarea maximă а 
tensiunii prin înmulțirea valorii medii cu valoarea factorului de concentrare a 
tensiunii a, aferent. Pe de altă parte, valorile factorilor de concentrare a tensiunii 
sunt date în manualele de specialitate sub formă tabelară sau grafică şi sunt de 
tipul celor prezentate în figura 6.25, cu referire directă la cazul din figura 6.24. 


мг 
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„Rezistenta materialelor — solicitări simple . 


Este important de menţionat şi faptul că mai sus amintita procedură de calcul 
rămâne valabilă atâta timp cât tensiunea normală maximă, ољ, nu depăşeşte 
limita de  proportionalitate a materialului barei (conceptul de limită de 
proportionalitate va fi prezentat mai târziu pe parcursul acestui capitol). 


6.4 EFECTUL GREUTĂȚII PROPRII. BARA DE EGALĂ REZISTENȚĂ 


Aşa după cum s-a observat din subcapitolele precedente, calculul de 
rezistenţă pentru barele solicitate la întindere sau compresiune nu a ţinut seamă de 
greutatea proprie a barelor. Această 
procedură poate rămâne valabilă doar în 
condiţia în care lungimea barelor este de 
valoare relativ mică. În caz contrar, dacă 
barele au lungimi semnificative, greutatea 
proprie a acestora nu poate fi neglijată în 
calculul de rezistenţă. 

Se consideră spre exemplu o bară 
omogenă BC de lungime /, având aria 
secţiunii transversale constantă A, bară 
încastrată în punctul B şi solicitată de 
forta P si de greutatea sa proprie, (fig. 
6.26). Se presupune că greutatea specifică a materialului barei este », prin greutate 
specifică intelegándu-se raportul dintre greutatea G a unui volum de material V. Se 
poate scrie aşadar: 


Fig. 6.26 


28 sau G-yV. (6.21) 


La nivelul unei sectiuni transversale arbitrare a barei, situate la distanta x de 
capătul C, forţa axială si respectiv tensiunea normală aferentă sunt 


м(х)= P G(x)» P y Ax; жоу. 
"ET Pier дах х=ё; Ny Pty AF, 
x=0; ос =0, 2 
UNES Qc E. 
^ш то E Ы А 
А А А Р 
х=ё; 054205-—-tyf, 


unde G(x) reprezintă greutatea portiunii de bară situată sub secţiunea transversală 
considerată. 

În figura 6.26 s-au reprezentat diagramele de forţă ахаа şi tensiune 
normală. Este de notat faptul că valorile maxime ale forţei axiale şi tensiunii 
normale sunt cele corespunzătoare secţiunii din incastrare (pentru х=/). Condiţia de 
rezistenţă a barei devine: 


Onas Фан УЙЕ сш. (6.22) 
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„Solicitarea axială (întindere — compresiune) . 


Rezultă de aici că aria necesară a secţiunii transversale a barei trebuie să 
îndeplinească condiţia de rezistenţă 


КЫР a (6.23) 


Oa Уб 
unde o; reprezintă valoarea admisibilă a tensiunii normale pentru materialul barei. 
In absenţa forţei Р (P=0) se poate scrie 
Onax =Y: L. (6.24) 
Din relația (6.24) rezultă că, în cazul în care lungimea barei depăşeşte o anumită 


valoare critică /., bara se va rupe sub greutatea proprie. Pentru /= /. tensiunea 
normală o atinge limita de rupere a materialului og. Se poate scrie 


Opa = ов = уі, > l=, (6.25) 
y 


Noţiunea de limită de rupere se va defini mai târziu pe parcursul acestui capitol. 
Deformatia longitudinalá totalá (sau alungirea) Аё a barei din figura 6.26 se 
obtine prin integrare pe toatá lungimea /: 


£ £ t 
Аё = М) = | руда 4) 


о 


Dat fiind faptul са 


se poate scrie 


2 
До Ээ рг даш Цин d [ 
ЕА 2 ЕА 9 EA" 3 


Ca urmare, deformatia longitudinală totală a barei aflate sub acţiunea forţei P si sub 
cea a greutátii proprii este 
[Pr 


(= 226 
EA. 


unde G reprezintá greutatea totalá a barei. 

Este important de notat faptul cá pentru bara din figura 6.26, avánd o 
secţiune transversală constantă, tensiunea normală maximă se dezvoltă doar їп 
secţiunea din încastrare iar dacă această tensiune este egală cu tensiunea 
admisibilă a materialului barei toate celelalte secţiuni transversale ale barei vor fi 
supradimensionate. Această observaţie stă la baza conceptului de bară de egală 
rezistenţă la solicitarea de întindere-compresiune. 


Аё = (6.26) 
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A(x)*dA(x) 


Fig. 6.27 Fig. 6.28 


Este evident faptul cá o bară de egală rezistenţă are o secţiune transversală 
ce variază continu şi în mod crescător de la capătul de jos al barei până la cel din 
încastrare (fig. 6.27). La o distanţă x de capătul 7 aria secţiunii transversale a barei 
este A(x). Problema constă în determinarea expresiei matematice a funcţiei A(x), 
prin aceasta putându-se ajunge în final la determinarea modului de variaţie a 
secţiunii transversale în lungul barei. Revenind la bara din figura 6.28, se notează 
cu G(x) greutatea porțiunii ае bară de lungime x. Se consideră de asemenea două 
secţiuni transversale (mn şi mn”) situate la o distanţă infinit mică una faţă de 
cealaltă. Aria secţiunii transversale a barei va creşte de la mn la m’n’ cu o cantitate 
infinit mică dA(x). 

La nivelul secţiunii transversale mn se poate scrie: 

ax) 0) Pot) (6.27) 
Ax) | 48) 
Dat fiind faptul că într-o bară de egală rezistenţă se dezvoltă tensiuni normale de 


aceeaşi valoare în orice secţiune transversală, valoare egală cu tensiunea 
admisibilă a materialului barei (са), se poate scrie 


P+G 
(x) = еш) — Оше » 
rezultând astfel са: 
Alx): Cu = Р+С(х). (6.28) 


Aplicând relaţia (6.28) secţiunii transversale m'n' (pentru care aria cunoaşte o 
creştere cu dA(x) iar greutatea portiunii de dedesupt o creştere cu dG(x), se obţine: 


| (х)-4405) с, = P+ С(х)+аС(х) 
: [4G) dac] ос, РО) кул). (6.29) 


Din relaţiile (6.28) si (6.29) rezultă: 


[А(х)+ dA(x)— A(x)]- Ср = Р+ С(х)+ y A(x)dx -Р- G(x) 
И тогтоо 
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12 „Solicitarea axială (întindere — compresiune) . 
Aceasta înseamnă că 


d Al) у 
= :dx. (6.30) 
A(x ) Оа 


Integrând membru cu membru se obţine: 


In A(x) 2 2—. x4 c 
atf 
sau 


— xc 
A(x)-e7"* — (6.31) 


unde C este o constantă de integrare. 

S-a obtinut in felul acesta o variatie exponentialá a ariei sectiunii transversale 
pentru bara de egalá rezistentá. Constanta de integrare C se poate calcula din 
relaţiile (6.27) si (6.31) făcând ca, pentru x=0, tensiunea normală o să fie egală cu 
tensiunea admisibilá a materialului, oa. Se poate scrie 


М0) P P is 
40) 40) ес ^" 


Astfel 
QE es epu. (6.32) 
2117) Ордог 
Urmeazá cá 
T хып” у x mn P Y ux 
A(x) » e?" Cat —g0a4 o баб — .еХай 
Oa 
şi, în final, 
Pow 
А(х)= ——-. e?" . (6.33) 
Oat 


Utilizând relația (6.28) va rezulta că greutatea porțiunii de bară situată sub 
secțiunea transversală mn este 


E E R (6.34) 


Deformatia longitudinală totală A/ a barei se va obţine prin integrare pe toată 
lungimea / a acesteia: 
[4 


ё А 
лё= | Magia (а, = [са £2. (6.35) 
Е? Ax) Е) Е 


Desi relaţia (6.33) oferă soluţia exactă cu privire la geometria barei de egală 
rezistentá, o astfel de bará este foarte complicat de realizat din punct de vedere 
tehnologic. In figura 6.29 se prezintá o solutie practicá mult mai usor de realizat din 
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punct de vedere tehnologic, dar o soluţie ce se depărtează întrucâtva de soluţia 
teoretică exactă. 


On (c max3 ) 


O aue (c max» ) 


2277 (с max] ) 


Se poate observa că bara din figura 6.29 prezintă trei porţiuni distincte având ariile 
sectiunilor transversale: A;, A» şi respectiv Аз, şi lungimile: 4, 272 şi respectiv 4. 
Pentru fiecare porţiune distinctă a barei tensiunea normală maximă este atinsă în 
secţiunea transversală superioară. Pentru prima porţiune, spre exemplu, se poate 
scrie: 

_Р+уд, 2 
Би A A 


t yb. 


Dat fiind faptul cá această tensiune trebuie să fie egală cu tensiunea admisibilă a 
materialului barei se obţine: 


O max =—+у, = Ош. 
1 А, 


În felul acesta, valoarea ariei secţiunii transversale A, a primei porţiuni de bară, în 
aşa fel încât aceasta să reziste solicitării este dată de relaţia 
Р 
А = —. (6.36) 
O55 - Y 5 


Urmând aceeaşi metodologie de calcul, pentru a doua porţiune de bară rezultă: 


| P*yAGyyA; Р „YA » 


f». 
та А, А, А, y 2 
1 
O max = бше, =>——(Р+уА#у)+ yt; = Og; — 
2 4 
Pt YA Ot А P:o,0 


Сар Уб Са Уә Е (27 89221077 -yt3) 
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ы ыл ы A „Solicitarea axială (întindere — сотргезїипе) | 
Pentru a treia porţiune de bară rezultă: 

P-a ай 
(с, -yh Xo, -yt Ko. —743) 


Generalizând, pentru o bară având n porţiuni distincte, aria secţiunii transversale A; 
a porțiunii „” este dată de relaţia: 


Á, = 


P-o} 
A, = ан : (6.37) 
(сш - y ous - yt)... (on -yt) 


Ín particular, dacá toate portiunile distincte ale barei au aceeasi lungime /, se poate 
scrie 


1-1 
= еш (6.38) 
(сш, -y4) 
6.5 DIAGRAMA TENSIUNE - DEFORMATIE. CURBA CARACTERISTICÁ 


A MATERIALELOR 


6.5.1 GENERALITÁTI 


Desi simple în aparenţă, încercările la tracţiune ale materialelor furnizează o 

serie de informaţii deosebit de utile în ceea ce priveşte calculul de rezistenţă. 
bs Trebuie notat faptul că 

$? Porțiunea studiată rezistenţa unui material nu este 

2 ER, S corvelei singurul criteriu ce trebuie luat in 

considerare іп proiectarea 

inginereascá. De cele mai multe 
ori si rigiditatea materialului este 
la fel de importantá. Pe de altà 
parte există şi alte proprietăţi de 
material cum ar fi spre exemplu: 
duritatea, tenacitatea, ductilitatea etc. care vin la rândul lor să impună alegerea 
unui anumit material într-un anumit context ingineresc. Toate aceste proprietăţi se 
stabilesc prin încercări de 
materiale, în urma cărora 
rezultatele sunt apoi comparate 
cu cele standard. Deşi toate 
aceste încercări reprezintă 
obiectul unei alte discipline 
(încercarea materialelor) în cele 
ce urmează se va prezenta 
metodologia de încercare la 
întindere — compresiune а 
oţelului, cu scopul imediat de a 
defini câteva mărimi 
. fundamentale ce vizează їп 
Fig. 6.31 mod direct calculul ае 


Fig. 6.30 


rezistenţă. 
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„Rezistenta materialelor — solicitări simple. 


Diagrama tensiune — deformatie specifică obţinută în cadrul încercării de 
întindere — compresiune este de fapt reprezentarea grafică a relaţiei existente între 
tensiuni şi deformatii pentru un anumit material dat, fiind o caracteristică de material 
deosebit de importantă. Pentru a obţine o astfel de diagramă se efectuează o 
încercare la tracţiune pe o epruvetă executată din materialul ale cărui caracteristici 
urmează a fi determinate (fig. 6.30). Epruveta se fixează în bacurile maşinii de 
încercat la tracţiune (fig. 6.31). 

Înainte de începerea încercării pe epruveta în cauză se trasează două repere 
К şi K situate la distanţa /o unul faţă de celălalt. După fixarea epruvetei în bacurile 
maşinii de încercat acesteia i se aplică o solicitare de tracţiune printr-o forţă P ce 
creşte de la valoarea zero la valoarea ce produce ruperea epruvetei. La momentul 
„ al încercării în orice secţiune transversală a epruvetei situată între punctele k si 
k’ se dezvoltă forţa ахаа N; (egală cu P) iar distanţa dintre reperele К şi А’ ajunge la 
valoarea /;. Cu alte cuvinte în orice moment al încercării se cunosc valorile а două 
mărimi: 

- оқа axială din epruvetă NzP; 
- distanța instantanee dintre reperele k si К”, egală cu 4. 


Distanţa /; se măsoară cu un dispozitiv specializat ataşat maşinii de încercat (tip 
extensometru, ceas comparator etc.), putându-se astfel obţine valoarea 
instantanee a deformatiei longitudinale а epruvetei: A4 = 4 - 4, pentru fiecare 
valoare instantanee a forţei P aplicate. Perechea de citiri (N; şi A4) de la momentul 


„ al încercării se poate converti în tensiune normală si deformaţie specifică 
longitudinală astfel: 


o, =— şi e, = — =, (6.39) 


2 
unde A este aria secţiunii transversale iniţiale a epruvetei 4 = eh) 


Reprezentánd toate perechile de puncte tensiune normalà — deformatie specificá 
longitudinală într-un sistem de referinţă o - = se obţine aşa numita diagramă 
tensiune — deformatie corespunzătoare 
epruvetei încercate până la rupere. În 
figura 6.32 s-a reprezentat o astfel de 
diagramă pentru oţelul de constructii. 
Diagrama oferă o serie de informaţii 
deosebit de utile în calculul de rezistenţă, 
cu referire directă la materialul din care a 
fost executată epruveta. Trebuie însă 
menţionat şi faptul că încercarea de 
Fig. 6.32 întindere trebuie executată în anumite 
condiţii: 
- epruveta trebuie să aibă secţiune transversală constantă; 
- materialul epruvetei trebuie să fie omogen; 
- sarcina de tracţiune aplicată la exterior trebuie să fie perfect axială, 
conducând astfel la dezvoltarea unor tensiuni normale uniform repartizate 
pe secţiunea transversală curentă a epruvetei. 
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Pe diagrama tensiune — deformatie se pot deosebi câteva puncte de importanţă 
majoră privind comportamentul materialului testat (fig. 6.32): 


a. Limita de proportionalitate (P): reprezintă valoarea maximă a tensiunii normale op 
până la care există o relaţie de directă proportionalitate între tensiuni si deformatii 
specifice. De la punctul O şi până la limita de proportionalitate diagrama tensiune — 
deformatie este o linie dreaptă. Pe această porţiune liniară este valabilă relaţia 


с= Е. є, (6.40) 


cunoscută sub numele de legea lui Нооке (după numele matematicianului englez 
Robert Hooke). Mărimea E poartă numele de modul de elasticitate longitudinal sau 
modulul lui Young. 


b. Limita de elasticitate (E): reprezintă 
tensiunea maximă o4, până la care 
materialul se comportă elastic (se 
deformează sub acţiunea sarcinilor 
exterioare, revenind însă complet la 
starea iniţială dacă respectivele sarcini 
sunt înlăturate. 


Otel carbon 


Fontă 


Aluminiu 


Beton 


c. Limita de curgere (C): reprezintă 
valoarea o, a tensiunii normale la care à 
materialul epruvetei începe să ,curgá" 
(epruveta continuă să se deformeze 
chiar dacă valoarea sarcinii axiale aplicate la exterior rămâne constantă). Punctul C 
este specific oţelului de construcţii, existând însă tipuri de oţeluri sau alte materiale 


la care acest punct nu este sesizabil pe diagrama tensiune — deformatie (fig. 6.33). 


Fig. 6.33 


d. Tensiunea ultimă (о,) reprezintă punctul cu cea mai mare valoare a ordonatei 
din diagrama tensiune — deformatie. 


d. Limita de rupere (R): reprezintă valoarea o, a tensiunii la momentul ruperii 
epruvetei. In cazul oţelului de construcţii o; are o valoare mai mică decât o, dat fiind 
faptul că tensiunea de rupere se 


P P | A ыг 
> obține ca raport între forţa axială 
şi айа iniţială а secţiunii 


Fig. 6.34 transversale a  epruvetei А. 

Eroarea este deci cauzată de 

fenomenul cunoscut sub numele de gâtuire, (fig. 6.34). Dacă la momentul ruperii 

forţa axială se împarte la aria secţiunii reale a epruvetei din acel moment atunci se 
va obţine valoarea reală a tensiunii din momentul ruperii. 


6.5.2 COEFICIENTI DE SIGURANŢĂ. TENSIUNI ADMISIBILE 


Tensiunea admisibilă reprezintă valoarea maximă a tensiunii pentru care 
materialul lucrează în condiţii de siguranţă. În proiectare tensiunea admisibilă o, se 
limitează la valori ce nu depăşesc limita de proportionalitate a materialului, pe 
porţiunea din diagrama tensiune — deformatie pe care este valabilă legea lui Hooke. 
Dat fiind însă faptul că limita de proportionalitate nu este întotdeauna uşor de 
identificat se obişnuieşte ca tensiunea admisibilă să se raporteze fie la limita de 
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curgere a materialului fie la cea de rupere, împărţite cu un coeficient de valoare 
adecvată c numit coeficient de siguranţă: 


= sau c, - 2x. (6.41) 
C C 

Determinarea coeficientului de sigurantá ce urmeazá a fi folosit in diversele aplicatii 
practice reprezintá una dintre problemele fundamentale cu care se confruntá 
inginerul mecanic. Pe de o parte, alegerea unui coeficient de sigurantá prea mic 
creste probabilitatea de rupere a structurii mecanice in cauzá iar, pe de altá parte, 
alegerea unui coeficient de sigurantá prea mare conduce la rezultate ne economice 
sau disfunctionale. Alegerea unui coeficient de siguranţă adecvat în proiectarea 
unei anumite structuri mecanice sau element component al acesteia necesită 
luarea în considerare a mai multor factori cum ar fi: 

- variațiile proprietăţilor de material ce pot apare; 

- numărul de utilizări estimate de-a lungul perioadei de viaţă a structurii 

mecanice proiectate; 

- tipul solicitărilor la care va fi supusă structura mecanică; 

- tipul de rupere ce poate interveni; 

- gradul de precizie a calculului; 

- deteriorarea în timp a structurii mecanice proiectate ca urmare a unei 

intretineri deficitare sau a apariţiei unor factori de mediu nedoriți; 

- importanța structurii mecanice şi gradul de periculozitate în momentul 

cedării acesteia. 

Pentru majoritatea aplicaţiilor practice privind proiectarea structurilor 
mecanice sau cea a elementelor componente ale acestora coeficienţii de siguranţă 
sunt precizati prin specificaţii tehnice oferite de diverse comitete de specialitate sau 
societăţi profesionale de ingineri. 


Oa 


6.6 PROBLEME STATIC NEDETERMINATE DE ÎNTINDERE - 
COMPRESIUNE 


În toate aplicațiile de întindere — compresiune prezentate până acum a fost 
pes determinarea ши sectionale din bare prin utilizarea conditiilor de 
zm | echilibru mecanic. Există însă si alte tipuri de 
aplicatii la care eforturile sectionale nu se pot 
determina doar prin utilizarea condiţiilor de 
echilibru mecanic (numărul de ecuaţii ce pot fi 
scrise din statică este insuficient). Astfel de 
probleme sunt denumite static nedeterminate şi, 
pentru rezolvarea lor, este necesară găsirea unor 
condiţii suplimentare privind modul de deformare 
a elementului studiat, care adăugate la condiţiile 
de echilibru static să facă posibilă găsirea soluţiei 
Fig. 6.35 dorite. În cele ce urmează se vor prezenta câteva 

astfel de exemple. 
Barele BC si DC din figura 6.35 sunt articulate în punctul C şi solicitate de 
forţa concentrată verticală Р, aplicată în punctul C. Forţele axiale N, si № din cele 
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două bare se pot determina cu uşurinţă prin utilizarea ecuaţiilor din statică (ecuaţiile 
de echilibru static pentru punctul C): 


УЕ, =0= № cosa +N, :cosf-P=0. 


A rezultat aşadar un sistem de două ecuaţii cu două necunoscute prin a cărui 
rezolvare se determină N, şi М». Acesta este un caz tipic de problemă static 
determinată. Ce se întâmplă însă dacă în sistemul de bare prezentat se mai 
introduce o bară EC, (fig. 6.36) ? Într-un astfel de caz o parte din forţele axiale N, şi 
№ ce se dezvoltă în barele BC şi DC va fi 
preluată de bara suplimentară EC. Drept urmare 


forțele axiale din cele trei bare vor fi: М,, N, si 
N}. Vor exista aşadar trei necunoscute in 
problemă (N,, N, si N,). Pe de altă parte însă 


din staticá se pot scrie tot numai douá ecuatii de 
echilibru ca si in cazul precedent: 


Fig. 6.36 УЕ,-08 УР, =0. 


Ca urmare există trei necunoscute şi doar două ecuaţii ce pot fi scrise din statică. 
Problema este static nedeterminată. Diferenţa dintre numărul de necunoscute (trei 


— in cazul de Та(а) si numárul de ecuatii ce pot fi 
ү B) scrise din statică poartă numele de grad de 
nedeterminare. Pentru sistemul de bare din 

N, figura 6.36 gradul de nedeterminare este deci 7. 


Р Este evident faptul cá sistemului de douá bare 
din figura 6.35 i se pot adáuga alte 2, 3 sau n 
bare suplimentare, gradul de nedeterminare 
devenind 2, 3 sau n. 

Se considerá ип alt exemplu. О bará 
foarte rigidă este articulată în punctul О şi 
susţinută de о bară verticală BC, (fig. 6.37). Să 

se determine forţa axială N, din bara verticală dacă în punctul D acţionează o forţă 

concentrată P. 

Forţa axială din bara BC se poate determina uşor din sumă de momente în 
punctul O, problema fiind astfel static determinată: 


Fig. 6.37 


YM5s05 N-a-Pizo- N sf. 


Dacă însă în sistem se introduce o bară suplimentară B'C', (fig. 6.38), problema 
devine simplu static nedeterminată, existând două necunoscute (N, şi №) şi doar о 
singură ecuaţie ce se poate scrie din statică (tot sumă de momente în punctul O): 


$ Mo -0-2М,-а4М, -а-Р-2-0, 
În acelaşi timp trebuie notat faptul că introducerea barei suplimentare B'C' 
conduce la descărcarea parţială a barei BC (deci la scăderea forţei axiale N,). Dacă 
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se adaugă încă o bară suplimentară atunci 
gradul de nedeterminare devine 2. Continuând 
raţionamentul, introducerea a n bare 
suplimentare va conduce la gradul de 
nedeterminare n. 

Asemenea probleme static nedeterminate 
se pot rezolva prin adăugarea la ecuaţiile de 
echilibru static a unor relaţii rezultate din modul 
în care se deformează barele sistemului studiat, 
1 relaţii ce vizează deformatiile acestor bare si 

Fig. 6.38 noua geometrie a sistemului deformat sub 
acţiunea sarcinilor exterioare. În paragrafele următoare se vor prezenta câteva 
tipuri specifice de probleme static nedeterminate, vizându-se exclusiv solicitarea de 
întindere — compresiune. 


6.6.1 BARE CU SECŢIUNE NEOMOGENĂ 


Bara (1) de lungime /, având aria secţiunii transversale A; şi modul de 

elasticitate E,, s-a plasat în interiorul unui tub (2) de aceeaşi lungime dar având aria 

P secţiunii transversale A; si modulul de elasticitate 

longitudinal Е, (fig. 6.39). Sá se determine forţele axiale 

N, si No» din cele două bare, forte rezultate în urma aplicării 

forţei exterioare P ce acţionează prin intermediul unei 
plăci foarte rigide. 

Se va nota deci cu N, forţa axială din bara (7) şi cu 
№ forţa axialá din bara (2). Există aşadar două 
necunoscute şi doar o singură ecuaţie ce poate fi scrisă 
din statică: 


N +N: =P. (6.42) 


Fig. 6.39 


Problema este deci simplu static nedeterminată. Din 
modul cum se deformează barele sistemului rezultă însă că cele două bare vor 
prezenta aceleaşi deformatii longitudinale, dat fiind faptul că placa foarte rigidă 
acționează simultan asupra acestora. Se poate scrie: 


NE N N ON, 


A, =M, => = = 
ЕА ЕА ЕА EA, 


(6.43) 


А rezultat în felul acesta un sistem de două ecuaţii cu două necunoscute, din 
rezolvarea căruia vor rezulta forţele axiale N, şi № din cele două bare: 


AEP . А,Е,Р 


pe гүүгээ. (6.44) 
AE, + AE, AE, + A, 

Exemplul de mai sus se poate generaliza pentru cazul a n bare, toate 
acestea fiind supuse la compresiune simultan prin intermediul unei pláci foarte 
rigide, (fig. 6.40). Notánd cu N,, М», ..., N, forţele axiale din cele n bare se poate 
scrie: 
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N, + М, t М» Tat М, -p (6.45) 


O singură ecuaţie însă (scrisă din statică 
— 6.45) nu este suficientă pentru 
determinarea celor n forte  axiale 
necunoscute, gradul de nedeterminare 
fiind n-1. Ре de altă parte se poate 


observa faptul cá deformatiile №, №№, №, 
longitudinale ale celor n bare au aceeasi P 
valoare, rezultánd de aici incá n-1 ecuatii Fig. 6.40 
suplimentare: 
AG = Л, = М, = AC, = шил са 2 i cpu (6.46) 
EA E,A EA, Е.А, 


Ecuatiile (6.46) impreuná cu ecuatia (6.45) formeazá un sistem de n ecuatii cu n 
necunoscute, din a cărui rezolvare vor rezulta valorile forţelor axiale din bare (N;, 
Мә, Na, ..., Na). 


Exemple numerice 


Bara (1) având sectiunea transversală circulară variabilă este plasată în 
interiorul unei bare tubulare (2) de aceeaşi lungime /. Bara (1) este confecţionată 
din oțel având modulul de elasticitate longitudinal E-E4,-2,1:10" MPa în timp ce бага 
(2) este confecţionată din aluminiu си E=E2=0,7-10%MPa. Cele două bare sunt 
comprimate simultan de forța concentrată P ce acţionează prin intermediul a două 
plăci rigide, (fig. 6.41). Să se traseze diagramele de forte axiale şi tensiuni normale 
pentru cele două bare. 


Fig. 6.41 


Notánd cu N, şi № forţele axiale din cele două bare, din statică se poate scrie: 
N +N, =P. (6.47) 


Analizând modul în care se deformează barele studiate se poate observa că 
deformatiile longitudinale ale celor două bare au aceeaşi valoare. Prin urmare se 
poate scrie: 

AM = AL,. (6.48) 
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Dat fiind faptul că secţiunea transversală a barei (7) 
este variabilă, deformația longitudinală a acesteia se 
calculează cu relaţia: 


ё 


A, = ; (6.49) 


20 й "zug 
unde A;(x) reprezintă aria secţiunii transversale curente 
a barei (1), la distanta x de capátul barei, (fig. 6.42). 
Rezultá succesiv cá: 


Л. 
Fig. 6.42 А(х) = , 


BC =2.-BB'+B'C'=2BB'+d . 


Din triunghiurile asemenea formate se poate scrie: 


BB' х. 
24-4 64 
2 
288 x _ „ры х 
а ба 
2BB' х _ „ры х 
а ба 
„иес с екЫ, 
6 6 
6а) _ 
A, ze 6d + xy. 
(х) = 36 аг x) 


Cu alte cuvinte, aria sectiunii transversale a barei (1) la distanta x de capátul barei 
este dată de relaţia: 


T 
A (x) = — (6d + x). 6.50 
ут (6.50) 
Rezultă са: 
" N, 220 144 SEMI 1 a, AN reas 
| JEAX) E, 5 z (6d +x)? Ел ага 2(64-ху 


MAN, (6d * х) 
Em (-1) 


E S Ты 1 \- 144N, _12М, 
> Ёл | 6d+6d 6d] Ел (6а 124) Ел124 лЕ4а 


Pe de altă parte, deformatia longitudinală a barei tubulare (2) este 


ap М. _М64 | NS64  _ N,:24d 24-№, 
гэг 
4 
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Din condiţia ca cele două deformatii longitudinale ale celor două bare să aibă 
aceeaşi valoare rezultă: 
12М, 24N, 


A, =A44,> = , 
л-Е(4 5л-Е,4 


obtinándu-se in final relatia: 
N, 0,833. №. (6.51) 


Relatiile (6.47) si (6.51) formeazá ип sistem de douá ecuatii си douá necunoscute, 
din a cárui rezolvare vor rezulta fortele axiale N; si М» din cele douá bare: 


№;=36 kN 
М»-30 kN 


Cu aceste valori s-au reprezentat diagramele de forte axiale si tensiuni normale 
pentru cele douá bare, (fig. 6.42). 


6.6.2 BARE DREPTE ÍNCASTRATE LA CAPETE 


О bară BC este încastrată la ambele capete şi solicitată de forţa P, orientată 
în lungul axei barei, (fig. 6.43). Bara are lungimea /, secţiunea transversală 
EA © uniformă de arie A şi modulul de elasticitate Е. 

„| Să se reprezinte diagramele de forte axiale şi 
tensiuni normale ca urmare a solicitării barei cu 
forţa P, ce acţionează în punctul 7. 

Datorită acţiunii forţei P în cele două 

Fig. 6.43 încastrări B si C se vor dezvolta reactiunile Хв 
Si X, (fig. 6.44). Din statică se poate scrie 


singura ecuaţie: 
X, * Хе — P. (6.52) 
Problema aste astfel simplu static nedeterminatá (existá o singurá ecuatie si 
două necunoscute – reactiunile Хад şi X;) Pentru determinarea reactiunilor 
necunoscute Ха şi Хс mai este nevoie de o ecuaţie. Aceasta rezultă din analiza 


modului în care se deformează bara, observând faptul că distanţa dintre punctele B 
și C nu se modifică în urma acțiunii forței P. Cu alte cuvinte se poate scrie са: 


_-Хв:а  (Р- Хь)-Ь 


ДЕ АЕ =M, +A. =0 
В-С B-1 1-С БА БА 
sau 
22722075 а e UE (6.53) 
a+b (4 
Înlocuind valoarea lui Xg în (6.52) se poate scrie: 
PP i Xe=P>Xc=P Pb РИ) Ра (6.54) 


În final rezultă: 
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Pb 
Харсан 
Ра 
A EL 
ENT. 


Cu aceste valori se pot trasa acum 
diagramele de forte axiale si tensiuni c 
in lungul barei (fig. 6.44). In diagrama 
din figura 6.44 tensiunile o s-au calculat 
cu relaţiile: 


Ха. 
Oz =-= 

NL 
соус = 66 = 


Exemplu numeric 


O бага tubulară de lungime /, având diametrul interior de 50mm și diametrul 
exterior de 80mm este încastrată la ambele capete și solicitată ca în figura 6.45. Să 
se determine reactiunile din încastrările B si C 
si sá se traseze diagramele de forte axiale si 
tensiuni normale. 

Ca si in exemplul anterior se poate 
scrie: 

УЕ, =0= X, –180-80+ Х.=0= 

X, + X, = 260; (6.55) 


2X,:0910* | (х, –180-10°).1,2-10° : 
ЕА EA 
‚ Ur 7180-10? -80-10? 12-10? 
EA 


=0. (6.56) 


Rezolvând sistemul de ecuații cu două 
necunoscute rezultat se obține: 

X, = 160 kN; 

X = 100 КМ. 


Cu aceste valori s-a reprezentat diagrama de forte axiale din figura 6.45. Tensiunile 
normale corespunzătoare pentru fiecare porţiune distinctă a barei sunt: 


Ny, 160-10° 
A Z (80? –60°) 


= 72,75 MPa; 


Og- = 
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чанак . 3 
O1. 5 - Mi? = 20 10 = 9,09 MPa ; 


4 — (go? -eg?) 
4 
-— . 3 
б ше „сш ui R 
Z (80° —60°) 
4 


În cazul în care bara este confecţionată din oțel având с,=160МРа rezultă că 
aceasta va rezista acţiunii sarcinilor exterioare la care este supusă (|o wl 


=72,75МРа < с, = 160 MPa). 


6.6.3. SISTEME DE BARE PARALELE 


О bară orizontală foarte rigidă в;...В,.; este susţinută de n bare verticale, 
(fig. 6.46). Să se determine eforturile din cele n bare verticale datorate acţiunii 
sarcinilor exterioare P4, P»,...,P,,. 

Dat fiind faptul că din statică 
se pot scrie doar două ecuaţii 
УЕ, =0 şi YM -0) problema 
este static nedeterminată, gradul de 
nedeterminare fiind  n-2. Sub 
acţiunea sarcinilor exterioare bara 
foarte rigidă orizontală se уа 
deplasa pe verticală şi se va roti cu 
un anumit unghi, conform 
reprezentării din figura 6.46. Se 


notează си  B,B,,.,B,, noile 


Цин n+l 

poziţii ale punctelor B;, Bə ...B,.. 
Dat fiind faptul cá Бага initial 
orizontalá este foarte rigidá aceasta 
rámáne  dreaptá sub  actiunea 
sarcinilor exterioare. Pe de altă parte se observă cá deplasările pe verticală ale 
punctelor de sprijin B», B4,..., Bi+7,...,Bn+ reprezintă alungirile barelor verticale 7,2, 
„п, putându-se scrie astfel n-2 relaţii geometrice între alungirile barelor verticale 
A44, Або,..., Alh, ceea ce înseamnă n-2 relaţii suplimentare între eforturile sectionale 
N4, №, N3,..., №. Cuplând aceste n-2 relaţii cu cele două relaţii din statică va rezulta 
în final un sistem de n ecuaţii cu n necunoscute, prin a cărui rezolvare vor rezulta 
valorile eforturilor sectionale din barele verticale ca funcţii de sarcinile exterioare P;, 
P2,...,Pn. Tensiunile normale din barele verticale se calculează cu relaţia: 


Fig. 6.46 


Exemplul numeric 1 


Bara foarte rigidă orizontală BCD este susținută de către trei bare verticale 1, 
2 şi 3, (fig. 6.47). Cunoscând lungimile celor trei bare verticale: 4=1m, /-=0,75m, 
43=1,25m, precum şi tensiunea admisibilá a materialului celor trei bare с,=120МРа, 
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să se determine diametrul d necesar astfel încât sistemul de bare să reziste sarcinii 
exterioare P-180kN, aplicate în punctul К. 
Din statică se pot scrie următoarele 
ecuaţii: 
УЕ =0>N+N+N,=P; (6.57) 


УМ,-0-» 
-»М,41-Р-15-М,:2-0-» 
=> М,-2-М,-1,5-Р. (6.58) 
о 
Ї Pe de altá parte, din geometria sistemului de 
yt 


bare, se mai poate scrie încă o relaţie între 


Z e 7m—-9. iri i 5 i: 
Poziţia deplasată C (Кт p,  alungirile A44, A/2, şi Al după cum urmează: 
a barei rigide 


АЁ, +A£L 
BCKD Al, = —3— sau 244, = AU, A4. 
- im „4 05m „|,0,5ж „| 2 
Rezultă aşadar: 
Fig. 6.47 
PE Е N44, 4 P —2N,:0,75- №, :1,25+ N,-12 N, 1,5: N, 4125. N, 20. (6.59) 


EA EA 


Din rezolvarea sistemului de ecuatii (6.57), (6.58) si (6.59) rezultá valorile eforturilor 
sectionale М,, М» si №3: 


N, =1,9 kN; 
N, 236,2 kN; 
М, = 41,9 kN. 


Cum cele trei bare verticale au aceeasi апе a sectiunilor transversale, tensiunea 
погта!а maximá se va dezvolta їп bara pentru care forta axialá are valoare maximá 
(bara 3). Rezultă cá 


3 3 
buo epu id = еке т. DE 
A m 7.120 


În concluzie, valoarea minimă а 
diametrului d care să confere rezistenţă 
sistemului de bare este 21mm. 


Exemplul numeric 2 


Bara foarte rigidă OBCD este 
articulată în punctul O şi susținută de două 
bare verticale din oţel (1 si 2), având 
diametrele sectiunilor transversale de 
10mm iar modulul de elasticitate 


a barei rigide 


OBCD longitudinal Е=2,1:10%МРа. Să зе 
тала Dar ОВОЈ determine tensiunile normale din fiecare 
2a 


bará verticalá, tensiuni datorate actiunii 
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forței concentrate P-19kN în punctul C (fig. 6.48). 
Singura ecuaţie ce se poate scrie din statică este: 


> Mo =0>N-2a-P:3,25a+ №5а=0= 2N, +5N, =3,25Р. (6.60) 


Problema este deci static nedeterminată, gradul de nedeterminare fiind 7. 
Analizând geometria sistemului de bare deformate în urma acţiunii forţei P, din 
triunghiurile asemenea rezultă ecuaţia suplimentară necesară rezolvării sistemului 
static nedeterminat: 


DU а а eleg o e 
DD' Sa Al, Sa 
ЗМ 232: 2-»5М,-750-2М,-1250-» 
ЕА ЕА 
N, =15М,. (6.61) 
Din (6.60) si (6.61) rezultă in final: 
N, 2 65 kN; 
N, 29,75 kN. 


Cu aceste valori se pot calcula tensiunile normale din cele douá bare verticale: 


М, 65.10! 65.10 


O, = = ; = ; = 82,76 MPa, 
A md л.10 
4 4 
3 
с, = ap = LE E -124МРа. 
А 710 
4 


6.6.4 SISTEME DE ВАКЕ CONCURENTE 
Exemplu numeric 


Trei bare confecţionate din același material si având aceeași arie a 
sectiunilor aloe Sale sunt Кое йе forța P, (fig. 6. 49). Cunoscând valoarea 
: лэ modulului de elasticitate longitudinal аі 
materialului barelor E-2,1:109MPa și cea a ariei 
sectiunilor transversale A= 600тт?, sá se 
determine fortele axiale din fiecare bară precum 
și deplasarea pe verticală a punctului B dacă 
a=30%. 
Din statică se poate scrie: 


Ы ЕЕ 
=> №, :51030° – N,-sin30 =0 = № = №, ; (6.62) 
УЕ, = 0 N,:cos 30 + №, + №, :соѕ 30° =0 > 


= 2№, -cos 30° + N, =120. (6.63) 
Datoritá simetriei sistemului, sub actiunea fortei P punctul B se va deplasa pe 
verticală in poziția B’, (fig. 6.49). Se poate scrie relația: 
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Ab, 


= BB'= A. (6.64) 
cos 30° : 
Lungimile celor trei bare sunt: 
£y ын -1385,6 mm = £3; 
cos 30° 
£54 = 1200 mm. 


Cu aceste valori relaţia (6.64) devine: 


_ Nutu y, 13856 


NM, _ N55 = М, | 
1200 


EAcos 30” EA £^ 


-15-М,. (6.64) 
Rezolvând sistemul de ecuaţii cu trei necunoscute (6.62), (6.63) si (6.64) se vor 


obţine valorile forțelor axiale din cele trei bare: №;, Мә si N3: 


N, 241,63 kN = N,; 
N, 2115: N, = 47,87 ЕМ. 


Valorile corespunzátoare ale tensiunilor normale din fiecare bará sunt: 


3 
O, = 2 = 0, = мош; = 69,38 MPa 
A 600 
și 
3 
2 = ЕЁ 79,78 MPa . 
A 600 


Deplasarea pe verticalá a punctului B este: 


3 
_ М4; 4187 0 00 н 
EA 24.105.600 


Vp = Af, 


6.6.5 TENSIUNI CAUZATE DE IMPERFECTIUNI DE MONTAJ 


Se consideră o bară dreaptă având secţiunea transversală constantă de arie 
A si modulul de elasticitate longitudinal E. Bara urmează a se fixa între punctele B 
și C, (fig. 6.50a). La montaj se constată însă faptul că bara este mai scurtă decât 
distanţa dintre punctele B și C cu cantitatea 5. 


Fig. 6.50 


Pentru a putea fixa bara B'C' între punctele B si C va trebui să se acţioneze din 
exterior asupa barei cu o forță axială N până în momentul în care punctul С’ ajunge 
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în poziţia C. Doar în acel moment se poate face asamblarea. Pe de altă parte însă 
este de notat faptul că la momentul asamblării în bară este deja dezvoltată forța 
axială N a cărei valoare se calculează din relaţia: 


6---0-М-03.6, (6.65) 


Tensiunea normală din bară aferentă momentului asamblării, tensiune dezvoltată în 
urma compensării interstitiului ó este 

М Eô 

o=— =—. (6.66) 

A 1 
Această tensiune de montaj se va suprapune ulterior peste tensiunile rezultate în 
urma exploatării sistemului considerat, putându-se astfel depăşi tensiunea 
admisibilă a materialului barei. Tensiunile de montaj sunt cu atât mai periculoase cu 
cât valoarea acestora nu este cunoscută de către cel care exploatează sistemele în 
care aceste tensiuni au fost introduse. 


Exemplu numeric 


O bară foarte rigidă OBCD este sustinutá de către trei bare verticale din oțel, 
1, 2 si 3, având ariile sectiunilor transversale А;=1 00mm, A271 50mm, 
Аз=300тт?, modulul de elasticitate 
longitudinal al materialului barelor 
fiind E=2,1:10%MPa. Bara foarte 
rigidă este articulată în punctul O 
iar cele trei bare verticale au 
aceeași lungime /=Зт. În timpul 
procesului de asamblare se 
constată faptul că între punctul D și 
capătul barei 3 apare un interstitiu 
б, (fig.6.51). Cunoscád că 5=0,6mm 
si а=1т să se determine tensiunile 
normale din cele trei bare verticale 
precum și unghiul de rotaţie o al 
barei foarte rigide OBCD, în urma 
Fig. 6.51 compensării interstitiului 5. 
Interstitiul о se compensează trăgând în jos de punctul D și ridicând punctul 
F până în momentul în care cele două puncte se suprapun. Conectând mecanic 
cele două puncte acestea își vor stabili poziţia finală în D'. Deplasarea pe verticală 
a punctului D se va nota cu y. Deplasarea pe verticală a punctului F reprezintă de 
fapt alungirea barei 3, A4. După compensarea interstitiului ô toate cele trei bare 
verticale vor fi solicitate la tracţiune, în acestea dezvoltându-se forțele axiale Му, N2 
si Ns. Dat fiind faptul că interstitiul б are o valoare foarte mică, montajul forțat nu va 
influența geometria sistemului, ecuaţiile de echilibru static putându-se scrie pe 
starea nedeformată a acestuia. Singura ecuaţie din statică ce se poate scrie este: 


УМо=0= №:а+ №, :2а- № :За=0= N,*2N,-3N,. (6.67) 
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Existând trei necunoscute (N, N, și N;) și doar o singură ecuaţie din statică 
problema este static nedeterminată, gradul de nedeterminare fiind 2. Cele două 
ecuații suplimentare necesare determinării forțelor axiale din cele trei bare verticale 
rezultă din asemănarea triunghiurilor dreptunghice formate, (fig. 6.51): 


СС Айс 2a ЕА, Ei Pu 100 
= М, EM. (6.68) 
Si 
_ же аду. 
y 3a 
Pe de altă parte 
Сү? үс (6.69) 


A rezultat astfel un sistem de trei ecuatii — (6.67), (6.68) si (6.69) - cu trei 
necunoscute - N;, № si Мз- din a cărui rezolvare rezultă: 

N, 21058 N; 

N, =3174N; 

N, =2478N. 


Cu aceste valori, tensiunile normale din cele trei bare verticale rezultate în urma 
compensării interstitiului ó sunt: 


С! EA 2089 OE MPa; 
A, 100 
cH хш ШЕ = 21,16 MPa; 
ER 150 
0, = Ва = 8,26 MPa. 
4, 1300. 


Unghiul de rotatie al barei foarte rigide OBCD este: 


BB' A6, МР 1 _ 1058-3000 1 
a a Ед a 2].105.100 1000 


o= tgp = = 1,58 :107* rad. 


6.6.6 SISTEME DE BARE STATIC NEDETERMINATE CU VARIATII DE 
TEMPERATURÁ 


În prezentarea de până acum s-a considerat că barele din diversele sisteme 
mecanice studiate au rămas la aceeași temperatură în urma solicitării sarcinilor 
exterioare aplicate. In subcapitolul de faţă se va 

ma EA (Ор 


considera cazul їп care au loc variatii de 
temperaturá ce conduc la dezvoltarea unor 
tensiuni suplimentare їп barele investigate. 

Se considerá spre exemplu o bară 
Fig. 6.52 omogenă BC, de lungime % și secţiune 
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transversală constantă, bară încastrată la ambele capete, (fig. 6.52). Dacă 
temperatura barei creşte cu АОС atunci bara tinde să se alungeascá cu cantitatea: 


A/=af0At, (6.70) 


unde a este coeficientul de dilatatie liniară 
al materialului barei (exprimat în °C”). Dat 
fiind faptul cá bara este încastrată la 
ambele capete această alungire este 
împiedicată, în bară dezvoltându-se o forță 
axială necunoscută N, (fig. 6.53). Cum nu 
există nici o ecuaţie ce poate fi scrisă din 
statică, problema este static nedeterminată, gradul de nedeterminare fiind 7. 

Pentru a calcula valoarea necunoscutei N se consideră că încastrarea din 
punctul C nu există, (fig. 6.54a), bara dilatându-se liber odată cu creșterea 
temperaturii (fig. 6.54b). Cantitatea 5 cu 
care bara se va alungi liber este dată de 
relaţia (6.70): 


8=Al =al, At. (6.70) 


Pentru a reveni însă la starea din figura 
6.53, după dilatarea liberă a barei i se va 
aplica acesteia o forță ахаа de 
compresiune N până când capătul drept al 
barei va ajunde din nou ín poziția C, (fig. 
6.54c). Din figurile 6.54b si 6.54c se poate 
scrie: 


ô = а (Лі NU = 
EA 


_ QL 9EAAt 


0 


Fig. 6.54 —N = a EAAt. (6.71) 


Tensiunea normală ат bară datorată variaţiei de temperatură este: 


o = — = zo = — a EAt (compresiune). (6.72) 


Exemplu numeric 


Sá se determine tensiunile normale o, si o» ce se dezvoltă pe cele douá 
E, Apa portiuni distincte BC si CD ale barei 
N din figura 6.55, pentru o crestere de 
temperatură de At-309C. Se cunosc: 
Е,=2,1:10°МРа; Е=0,7:10°МРа; 
А;=200тт?; Аг=400тт?; /,2500mm; 
Fig. 6.55 /2-600mm; 04712:1099?C; a,224-10* 
C 

Odată cu creșterea temperaturii bara tinde să se alungeascá, dar cum 
această alungire este impiedicată în bară se va dezvolta o forță axială N. Din 


E,, 4,0 
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egalarea cantităţii ó, cu care bara s-ar alungi liber datorită creşterii temperaturii, cu 
scurtarea acesteia sub acţiunea unei forte de compresiune N va rezulta: 


NA М, 


б =l At +l At = + i 6.73 
ин “ ЕА, ЕА, 
Se poate scrie: 
Mata: Z |- Atla l, o, ,)— 
EA Е,4, 
y Абай ots). 302-105 -500 +24:10% -600) рү 
ЫН E E 500 600 2x | 
EA Е,А, 2,-10?.200 0,7 -10° -400 


Tensiunile normale aferente celor douá zone distincte BC si CD ale barei sunt: 


O, = 0с -2 -A = 918 MPa; 
1 

O, = Ocp -5 IRO L 459MPa 

2 


6.6.7 ALTE DOUĂ EXEMPLE DE PROBLEME STATIC 
NEDETERMINATE LA SOLICITAREA DE INTINDERE - COMPRESIUNE 


Exemplul 1 


Bara foarte rigidă OBC este susținută de două bare din oțel (1 si 2) având 
aria sectiunilor transversale A= 200тт? si modulul de elasticitate longitudinal 
E-2,1:1 O*MPa. Sá se determine tensiunile normale din barele 1 si 2 datorate 
actiunii fortei P aplicate їт punctul C. 


1,5 т 


- —— ре & 4— 
on tm. zi Хэ 
“Миы „= 


Din staticá se poate scrie: 


unde 
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a, = ас T = 56,30; 


1,5 


a, —atg 5 —36,86 . 


Cum problema contine două necunoscute (N, si N2) iar din statică se poate scrie 
doar o singură ecuaţie rezultă că gradul de nedeterminare este 7. Din geometria 
sistemului deformat de bare (sub acţiunea forței P punctele B și C se vor deplasa în 
poziţiile B' si C’), reprezentat în figura 6.56, se poate scrie relația geometrică: 


Af, 
BB de cos(90 -m) 1. 
GC 2 Аё, 2 
со$(90° —a, 

А/, 

| Ab si 

ша а ООЛ Minds ОТБ) 
Al, 2 Al, sing), 2 

sin 0, 


Din sistemul de ecuaţii (6.74) si (6.75) rezultă valoarea necunoscutelor №; si №2: 


N, 212,035kN; 
N, = 12,494N. 


Cu aceste valori tensiunile corespunzătoare din barele 7 și 2 sunt: 


N 4107 

uM 12,035.10 _ co MPa: 
A 200 
N 4107 

2 = 2 = 12,49 10 = 62 MPa. 
A 200 


Exemplul 2 


Sá se traseze diagramele de forte axiale și tensiuni normale pentru bara din 
oțel reprezentată în figura 6.57, bară la care există un interstitiu ó =0,3mm între 
capătul din dreapta al acesteia si încastrare (între punctele C si С), înainte de 
aplicarea sarcinilor exterioare. Modulul de elasticitate longitudinal al materialului 
barei este Е=2,1:10°МРа. 

Datorită acţiunii forțelor Р, si P» capătul C al barei va atinge reazemul C, 
dezvoltându-se la acest nivel reacţiunea Xc. Vor exista așadar două necunoscute 
în problemă (reactiunile Xs si Xc). Din statică se poate scrie doar o singură ecuaţie: 


S. Fy 202 Xp + Хе = 250 +125 2375 kN. (6.76) 


Сеа de а doua ecuaţie necesară determinării celor două necunoscute Хв si Xc va 
rezulta din condiţia ca deformația longitudinală totală finală a barei să fie egală cu & 


A! po = АЕ р +A a +ALL 36, с-0-03тт. (6.77) 
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8-4 унаж 
y 
—0,3mm 
ОТ, 
17,51МРа 
© mm 
ШӘЛ! 
29,32МРа 
Fig. 6.57 
Rezultă: 
Pam X,—250)- Х,-250) = = i 
: 600 ( в —250) 600 | в — 250) 600 (X, 250 —125) 600 3mm. (6.77) 
EA, EA, EA, EA, 
unde 
2 
даг E = 3848,45 mm 
Si 


л.50° 


А, = = 1963,49 тт? 


reprezintă ariile sectiunilor transversale ale barei, corespunzătoare portiunilor B-2 si 
2-C. 


Din ecuaţiile (6.76) si (6.77') rezultă valorile necunoscutelor Хв si Хс: 


X, 2317,413kN; 
Хе = 57,587КМ. 


Си aceste valori se pot trasa diagramele de forte axiale si tensiuni (fig. 6.57). 
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PROBLEME PROPUSE 
P6 


P.6.1 O bară cilindrică este sudată de o altă bară cu secțiune dreptunghiulară 
care, la rândul sáu, este încastrată în secțiunea D, (fig. P.6.1). Să se traseze 
diagramele de forțe axiale și tensiuni normale pe întreaga lungime a barelor și să 
se calculeze deplasarea punctului B cunoscând că modulul de elasticitate 
longitudinal al materialului celor două bare este E=2,1:10%MPa. 


Fig. P.6.1 


P.6.2 Să se determine deformatiile longitudinale totale pentru barele din 
figura P.6.2a,b dacá acestea sunt solicitate de cátre sarcinile reprezentate, stiind cá 
modulul de elasticitate longitudinal al materialului celor două bare este 
E=2,1-10%MPa. 


Fig. P.6.2 


P.6.3 Pentru bara din figura P.6.3: 
a) să se traseze diagrama de forte axiale; 
b) să se determine valoarea necesară a ariei A a secțiunii transversale; 
C) să se calculeze deplasarea secțiunii 2 a barei; 
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d) sá se determine valoarea alungirii totale a barei. 

Bara este confecţionată din oțel având tensiunea admisibilă c.=150MPa iar 
modulul de elasticitate longitudinal Е=2,1:10°МРа. Se mai cunosc: a-250mm si 
P-100kN. 


Fig. P.6.3 


P.6.4 Două bare foarte rigide O;BC si ODE sunt articulate în punctele О; si 
respectiv O2. Barele foarte rigide sunt susținute de către barele 1 si 2, (fig. P.6.4). 
Cunoscând cá a=0,5m, tensiunea admisibilă a materialului barelor 1 si 2 
съ=150МРа, modulul de elasticitate longitudinal E-2,1:10?MPa iar forța aplicată 
Р-50КМ, să se determine: 

a) forțele axiale №; si № din barele 1 si 2; 
b) valoarea necesară a ariei A a sectiunilor transversale ale barelor 1 și 2; 
c)alungirile totale AZ, si Д2 ale barelor 1 si 2. 


Fig. P.6.4 


P.6.5 Să se determine alungirea totală a barei cu secțiune variabilă 
reprezentată în figura P.6.5, datorată acţiunii forței axiale P. 


Fig. 6.5 
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P.6.6 O bară foarte rigidă OBC este susținută de bara verticală 1 având o 
secțiune inelară constantă, (fig. P.6.6). Bara 1 este confecționată din aluminiu cu 
modulul de elasticitate longitudinal E=0,7:10*MPa. Știind că forța concentrată 
P-40kN să se determine valorile necesare ale diametrelor d si D precum și 
deplasarea pe verticalá a punctului C, dacá tensiunea admisibilá a materialului 
barei 1 este с,=180МРа. 


Fig. P.6.6 


Р.6.7 Două bare de secțiune circulară având diametrele d; și d» sunt 
confecţionate din oțel și respectiv aluminiu, cu modulele de elasticitate 
longitudinale: Е;=2,1:1 0*MPa și respectiv E5-0,7:1 0*MPa, (fig. P.6.7). Barele sunt 
articulate ín punctul B și solicitate de forța concentrată verticală Р-6бОКМ. 
Cunoscând valorile tensiunilor admisibile ale materialelor celor două bare: 
бзо!=180МРа și oa a.=110MPa să se determine valorile necesare ale diametrelor d; 
si d precum și deplasarea pe verticală a punctului B. 


| 
#2 p 
Aluminiu 


P.6.8 Două bare cilindrice confectionate din aluminiu (E5570, 7-10°МРа) si 
respectiv alamă (E;4,5,471,05:1 О°МРа) sunt sudate ín sectiunea 1, (fig. P.6.8). Bara 
rezultată este încastrată în secţiunea B iar între capătul din dreapta al barei si 
perete există un interstitiu ó-0, 3mm. Să se determine valoarea P a forței Р 
necesară eliminării interstitiului 5 iar pentru P=2Py: 

a) să se determine reactiunile din punctele B si C; 

b) ва se traseze diagrama de forte axiale pentru їтгеада бага, 
C) sá se traseze diagrama tensiunilor normale; 

d) să se determine deplasarea pe orizontală a punctului 2. 
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Aluminiu Alamă 


(8) N D-60mm 4=40 mm / © 


Fig. P. 6.8 


P.6.9 О bară foarte rigidă OBCDF este susținută de trei bare verticale având 
diametrele sectiunilor transversale d,=10mm, d-=12mm și respectiv d-=16mm. Cele 
trei bare verticale sunt confecţionate din oțel cu о,-190МРа și Е=2,1:10°МРа. Să 
se determine valoarea maximă a forței P ce poate fi suportată de către sistemul de 
bare precum și deplasările pe verticală ale punctelor C și F. 


Fig. P.6.9 


P.6.10 Bara din figura P.6.10 este incastratá la ambele capete și solicitată de 
către forța concentrată axială P. Știind cá D-2d-60mm, o=180MPa şi 
Е=2,1:10°МРа să se determine valoarea maximă a forței P ce poate fi suportată de 
către bară precum si deplasarea pe orizontală a punctului C. 


P.6.11 O bară foarte rigidă BCDF este 
susținută de către patru fire verticale 
identice, (fig. P.6.11). Sá se determine 
forțele axiale din cele patru fire (N4, М», Ns și 
№) datorate actiunii forței P aplicate ín 
punctul D. 

P.6.12 Bara foarte rigidá OBCD este 
sustinutá de barele de sectiune circulará 1 si 
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2 cu diametrele d=10mm și d»=16mm, (fig. 
P.6.12). Barele 1 și 2 sunt confecţionate din 
oțel cu съ=160МРа si Е=2,1:10°МРа. Să se 
determine valoarea maximá admisibilá a fortei 
P aplicată în punctul D. 

P.6.13 Două bare cilindrice 
confecționate din oțel și respectiv aluminiu 
sunt sudate în secțiunea C iar bara rezultată 
este incastratá la ambele capete și solicitată 
de sarcinile reprezentate în figura P.6.13. 
Știind că: Oa-oţel> 180MPa, Oa-aluminiu= 120MPa, 
Еше=2,1-10°МРа, Eauminiu=0, 7 : 10? MPa, 
P-10kN si /=0,5m să se determine reactiunile 
din incastrárile B si F, sá se traseze diagrama 
de forte axiale si să se determine valorile necesare ale diametrelor d, si d». 


Fig. P.6.12 


Otel Aluminiu 


Fig. P.6.13 


P.6.14 O bará din otel de sectiune circulará cu diametrul d este introdusá 
într-o altă бага tubulará ат oțel, având diametrele d, si D,. Bara din interior este 


Fig. P.6.14 Е Fig. P.6.15 


mai scurtă decât bara tubulará cu cantitatea ó-0,1mm. Cele două bare sunt 
comprimate cu forța P prin intermediul unei plăci foarte rigide, (fig. P.6.14). Stiind 
Са: багц” 1 90MPa, E=2,1:10%MPa, d-40mm, д,:50тт, D,-70mm si 300mm să 
se determine valoarea maximă admisibilă a forței P. 

P.6.15 Patru bare identice de diametru d=10mm și lungime /=1т, 
confecţionate din oţel си съ=200МРа și Е=2,1:10°МРа urmează a fi asamblate prin 
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suprapunerea punctelor B si В’, între cele două puncte existând un interstitiu de 


0, 15mm, (fig. P.6.15). Știind са a=259 și 735? să se determine tensiunile normale 
din cele patru bare în urma asamblării. 


P.6.16 Patru bare identice sunt solicitate de către forța P-40kN, Fig. P.6.16. 
Să se determine tensiunile normale din fiecare bară dacă a=20%, d=15mm, /=1m și 
E=2,1:10*MPa. Să se calculeze și deplasarea pe verticală a punctului O. 


Fig. P.6.16 


P.6.17 O bară foarte rigidă OBC este susținută de către trei bare din oțel, Fig. 
P.6.17. Știind că d=40mm, d2=30mm, d3=10mm si Е=2,1:10°МРа să se determine 
tensiunile normale din barele 1,2 si 3 datorate acțiunii forței concentrate P-50kN. 


Fig. P.6.17 


P.6.18 O bară ce prezintă două porțiuni distincte din materiale diferite este 
încastrată la ambele capete, (fig. P.6.18). Să se determine forta axialá ат bară si 
tensiunile normale aferente la o creștere de temperatură de ДС. 
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7. FORFECAREA BARELOR DE SECȚIUNE MICĂ 


Bolturile, niturile, sudurile, utilizate în asamblarea diverselor componente si 
siteme tehnice sunt considerate piese de dimensiuni mici, prezentând anumite 
particularităţi în calculul de rezistență. În cele mai multe dintre cazuri acestea sunt 
solicitate la forfecare de forte transversale de tipul celor reprezentate în figura 7.1. 


Fig. 7.1 


Dacá distanta e dintre punctele de aplicatie 7 si 2 ale celor douá forte de forfecare 
P este suficient de mică atunci momentul íncovoietor din orice secțiune 
transversală a barei situată între cele două puncte se poate neglija, singurul efort 
sectional prezent rămânând forța tăietoare Т=Р. Această forţă tăietoare determină 
la rândul său dezvoltarea unor tensiuni tangentiale 7 pe secţiunea transversală 
curentă a barei, între punctele 1 si 2. De fapt tensiunile tangentiale sunt întâlnite în 
mod frecvent în nituri, bolturi și suduri. 


Se consideră spre exemplu două 
plăci B și C asamblate prin intermediul 
unui nit, (fig. 7.2). Datorită acţiunii celor 
două forţe P de sensuri opuse secţiunea 
FG a nitului este forfecată de o forţă 
tăietoare T=P. 

Analiza  îmbinărilor  nituite sau 

Fig. 7.2 sudate implică foarte mulţi parametri de 

nedeterminare făcând ca o soluţie exactă 

să fie imposibil de găsit. Pe de altă parte însă, apelând la anumite ipoteze 
simplificatoare, se pot obţine cu o relativă uşurinţă soluţii practice imediate. 


Secțiunea 
forfecată a nitului 


7.1 TENSIUNI SI DEFORMATII LA FORFECARE 


Se consideră spre exemplu o secţiune transversală curentă a unei bare 
solicitate la forfecare. Forţa táietoare 7 poate avea o orientare oarecare în 
secţiunea considerată, (fig. 7.3). Aceasta se poate descompune însă în două 
componente Т, şi Ty, după axele Oz şi respectiv Oy. Datorită acţiunii celor două 
componente ale forţei tăietoare la nivelul unui element de arie infinit mic dA se vor 
dezvolta tensiunile tangentiale z; şi туу. Pentru întreaga secțiune considerată se 
pot scrie următoarele relaţii de echivalență: 
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[т„44=Т,; 


г 7.1 
[т„йА =Т,. (1) 
A 


Rezultá de aici cá modul de distributie a 
tensiunilor tangentiale pe intreaga sectiune 
considerată este о problemă static 
nedeterminată. Cu toate acestea, dat fiind 
faptul că secţiunile transversale ale niturilor, 
buloanelor, sudurilor etc. sunt în general mici, 
se poate considera prin aproximaţie că 
tensiunile tangentiale sunt uniform repartizate 


Fig. 7.3 


pe aceste secţiuni. Se poate scrie: 
Тус constant; 


(7.2) 
Tz = constant. 
Relaţiile (7.1) devin: 
dA-T,; Т, 
2 у EAST Ty 775 
= = (7.3) 
т„|ЧА=Т,; Tz4=T,; 2245 
Тыт, 
4 А 
sau, in general: 
т = E (7.4) 
Fi 
Condiţia de rezistenţă devine: 
T 
т=—<т, 71.5 
ii^ (7.5) 


unde A este aria secţiunii transversale (asociată ariei suprafeţei plane reprezentate 
în figura 7.3) iar za tensiunea admisibilá a materialului solicitat la forfecare. 
În general: 
Ta = (0,5 + 0,8) oa. (7.6) 


Relaţia (7.5) poate fi folosită pentru toate cele trei probleme specifice de rezistența 
materialelor: 

- probleme de dimensionare; 

- probleme de verificare; 

- probleme de calcul al sarcinii capabile. 
Trebuie specificat faptul că valoarea tensiunii tangentiale obţinute cu relația (7.4) 
este o valoare medie, corespunzătoare întregii secțiuni transversale considerate. 
Așa după cum se va vedea însă mai târziu tensiunile tangentiale au o anumită 
variaţie pe secțiune între 0 și o valoare maximă Tmax, aceasta din urmă putând fi 
mai mare decât valoarea medie calculată cu relaţia (7.4). Cu toate acestea, pentru 
secţiuni transversale suficient de mici, folosirea relaţiei (7.4) conferă o precizie 
acceptabilă. 
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Deformatia specifică transversală la forfecare nu reprezintă o problemă 
importantă vizavi de calculul de rezistenţă. Aceasta constă de fapt într-o deplasare 
relativă de mărime v a sectiunilor forfecate, 
secţiuni aflate la distanţa e una față de cealaltă, 
(fig. 7.4). Dacă materialul ascultă de legea lui 
Hooke se poate scrie: 

tgy = m gs зыл: 
PEG Se PSU CT. 
Са urmare, deplasarea relativă a sectiunilor 
forfecate 1 si 2 este: 
Te 
V-——, 
GA 
unde 7 reprezintá forta táietoare, e distanta dintre 
punctele de aplicatie ale celor douá forte concentrate exterioare, G este modulul de 
elasticitate transversal iar A aria sectiunii transversale a barei considerate solicitate 
la forfecare. 


(7.7) 
Fig. 7.4 


7.2 CALCULUL ÍMBINÁRILOR NITUITE 


Forfecarea unui nit se produce la nivelul acelor sectiuni unde acesta se 
opune deplasárii relative a elementelor asamblate, (fig. 7.5). Se observá cá forta de 
forfecare la nivelul sectiunii forfecate a 
nitului T este egalá cu P. Forta maximá 
admisibilă P este: 


zd? 


Tnax = P = А, Tan = 4 Та > 


Sectiunea forfecată Че та reprezintă tensiunea admisibilă a 
a nitului, de arie A, materialului solicitat la forfecare. In cazul 
în care nitul considerat asamblează i+7 


Fidi. £o elemente atunci vor exista i secţiuni de 
forfecare având o arie cumulată: 
2 
ла 
4, =1—1—. (7.8) 


7.3 SOLICITAREA LA STRIVIRE А NITURILOR 


Íntr-un nit sau bolt se pot dezvolta si tensiuni de strivire sau tensiuni de 
contact. Se consideră spre exemplu trei plăci de grosime t asamblate prin 
intermediul unui nit, acesta fiind 
solicitat la forfecare în două secţiuni, 
(fig. 7.6). Contactul dintre tija nitului si 
plăcile asamblate are loc la nivelul 
suprafeţelor — semi - cilindrice 
reprezentate în figura 7.7. 

Dat fiind faptul cá distribuția 
reală a forțelor de contact — precum și 
Fig. 7.6 cea a tensiunilor de contact — este 


Sectiunile transversale forfecate 
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destul de complicată (fig. 7.8) se obișnuiește ca în practică să se lucreze cu o 
tensiune nominală medie сс, numită tensiune de contact, tensiune obţinută prin 
împărţirea sarcinii la aria unui dreptunghi de dimensiuni td, (fig. 7.9), putându-se 
scrie: 


P Р 
o, 2 — -2—. (7.9) 
A td 
Suprafata de contact dintre 
tija nitului si orificiul 
elementelor asamblate 
Fig. 7.7 Fig. 7.8 


Valoarea tensiunii calculate cu relaţia (7.9) trebuie să fie mai mică sau egală cu 
tensiunea admisibilă de contact a materialului implicat: 


pi ; (7.10) 
t-d : 


Ín concluzie, in proiectarea unui nit trebuie sá se tiná seamá atát де tensiunile de 
forfecare cât si de cele de contact (strivire). Pentru ca acesta să poată rezista 


Elementul 2 din figura 7.7 


Fig. 7.9 


solicitărilor la care este supus se pune condiţia ca ambele tensiuni să fie mai mici 
decât tensiunile admisibile ale materialului nitului. 


7.4 ÎMBINĂRI SUDATE 


Îmbinările sudate sunt tot mai mult utilizate în construcţia diverselor structuri 
mecanice, acestea putând înlocui, în numeroase cazuri, cu succes îmbinările prin 
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nituri sau bolturi. În mod frecvent este mult mai economic să se fabrice un anumit 
component prin sudarea partilor sale decât prin a se utiliza procedee complicate de 
turnare, forjare sau asamblare prin nituri și buloane. 
Asamblarea prin sudură oferă o serie de avantaje faţă de asamblarea prin 
nituri sau buloane: 
- rezistența elementelor asamblate nu este diminuată prin găurire ca în 
cazul niturilor și buloanelor; 
- asamblarea prin sudură necesită un proces tehnologic relativ simplu, ceea 
ce înseamnă un cost relativ scăzut în procesul de fabricaţie; 
- procesul tehnologic de întreţinere a asamblărilor sudate necesită un efort 
minim. 
În cele de mai jos sunt prezentate câteva tipuri de suduri, des întâlnite în structurile 
mecanice: 


a) Sudură cap la cap (fig. 7.10) 


În acest caz cordonul de sudură este solicitat la tracţiune, tensiunile normale 
aferente calculându-se cu relaţia: 
Р 


а а=: (7.11) 


Este de notat faptul са in locul lungimii b 5-а 
utilizat o lungime mai mică b-2t. Motivatia 
constă în faptul că la capetele cordonului de 
sudură apar de obicei imperfectiuni ce nu pot 
prelua parte din sarcina exterioară. Condiţia de 
rezistenţă devine: 


P 


de cxt (7.12) 


O 
a? 


Fig. 7.10 


unde o4, reprezintă valoarea tensiunii admisibile a materialului sudurii care de 
obicei reprezintă: 
Oas=0,8 0a, 


unde o; reprezintă valoarea tensiunii admisibile a materialului de bază. 
b) Sudură cu margini suprapuse (fig. 7.11) 


Rezistența unei astfel de îmbinări sudate este determinată de valoarea 
tensiunilor tangentiale ce se dezvoltă la nivelul cordoanelor de sudură. Aceste 
tensiuni tangentiale se calculeaza cu relația: 


P 


а (008) (7.13) 


unde a reprezintă grosimea cordonului de sudură iar pentru lungime se ia b-2a 
tocmai din aceleași considerente legate de imperfectiunile de sudură amintite la 
punctul precedent. 

Condiţia de rezistenţă devine: 
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(7.14) 


P 
=—— < 
ола) 98 


unde Tas reprezintă valoarea tensiunii tangentiale admisibile a materialului sudurii 


Suprafața 
forfecată a 
cordonului de 
sudură 


e 


Suprafata 
forfecatá a 
cordonului de 
sudurá 


(тетүү тү тт гт гт ст єтгүүтэ| 


иши 
AUU UL ULUI LS МА 


Fig. 7.11 Fig. 7.12 


care, de obicei, este 7,,70,656o;, unde o; reprezintă valoarea tensiunii admisibile a 
materialului de bază. 


c) Sudură pe flancuri (fig. 7.12) 


Utilizând același raționament ca mai sus se scrie: 


P 
= —«€rI. 7.15 


PROBLEME PROPUSE 
P.7 


P.7.1 Două plăci din oțel sunt îmbinate prin intermediul a patru nituri de 
diametru 35mm, (fig. P.7.1). Cunoscând valorile tensiunilor admisibile pentru 
materialul niturilor za=70MPa Si багыг 120MPa precum și tensiunea admisibilă а 
materialului plăcii o32160MPa să se determine valoarea maximă a forței P ce 
poate fi aplicată în punctul C. 

P.7.2. Două plăci suprapuse sunt îmbinate prin intermediul a trei nituri de 
diametru 30mm, (fig. P.7.2). Sá se determine tensiunile tangentiale din nituri în 
urma solicitării cu forța P. 

P.7.3. Două plăci suprapuse sunt sudate pe flancuri și solicitate de forța 
concentrată P, (fig. P.7.3). Să se determine valoarea maximă a forței P ştiind că 
Тав“ / OMPa Si ба маса=160МРа. 

P.7.4. Sá se determine valoarea maximă a forței P aplicată plăcilor sudate 
din figura P.7.4 cunoscând cá о» prăci= 160MPa și 0as=0, 80a plăci- 

P.7.5 O tijă din otel rezemată ca în figura P.7.5. este solicitată de forța 
concentrată P. Știind că оог 190MPa, za-oţer>110MPa și Oa-strivire=250MPa să se 
determine valoarea maximă a forței P. 
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Fig. P.7.1 Fig. P.7.2 


prec qe et recif, 


Fig. P.7.3 Fig. P.7.4 


Fig. P.7.5 Fig. P.7.6 


P.7.6 Роиа pláci din lemn sunt lipite ca їп figura P.7.7. Sá se determine 
valoarea necesară a lungimii / astfel încât plăcile să reziste solicitării dată de forța 
concentrată P=6kN, știind са 7444447 1,5MPa. 
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8. ELEMENTE DE TEORIA ELASTICITÁTII 


Ín toate exemplele din capitolele precedente barele studiate erau solicitate fie 
la întindere sau compresiune fie la forfecare. În realitate însă, în cele mai multe 
cazuri, barele sunt solicitate complex, în acestea dezvoltându-se atât tensiuni 
normale o cát și tensiuni tangentiale т. Dar până și în cazul unei bare solicitate doar 
la tracţiune sau doar la forfecare, în plane sectionale ce nu sunt perpendiculare pe 
axa barei se dezvoltă o anumită stare de tensiune (atât cu tensiuni o cât și cu 
tensiuni т) stare ce necesită o analiză fizică și matematică mult mai complexă. 
Acesta este motivul pentru care, înainte de a studia celelalte tipuri de solicitări 
simple la bare (torsiunea și încovoierea), este necesară o scurtă incursiune în 
bazele teoriei elasticităţii, ce va permite o abordare complexă a problemelor 
specifice de rezistența materialelor. 


8.1 STAREA PLANĂ DE TENSIUNE 


Fiecare corp elastic este o structură spaţială precum și sistemul exterior de 
sarcini ce solicită respectivul corp. Ca urmare orice problemă de rezistenţă sau 
problemă de teorie a elasticitátii sunt probleme spatiale. Pentru a găsi soluţii la 

aceste probleme va trebui să se ia 
Vedere de sus Vedere laterală în considerare toate componentele 
Р, Р tensiunilor, deformatiilor Si 
deplasărilor. Cu toate acestea 
însă, în cazul în care corpul are o 
anumită formă particulară iar 
sarcinile sunt distribuite într-un 
anume mod, problema spaţială se 
poate reduce la o problemă plană, 
prin neglijarea anumitor 
i componente ale tensiunilor, 
Planul median  deformaţiilor зай deplasărilor. 
Fig. 8.1 Soluţiile obţinute în felul acesta vor 
fi mult simplificate dar suficient de apropiate de realitatea fizică. 

Se consideră spre exemplu o placă plană subțire, de grosime uniformă, 
solicitată de sarcini ce acţionează în planul median al acesteia, (fig. 8.1). Într-un 
astfel de caz se spune că placa foarte subțire se găsește într-o stare plană de 
tensiune. Din placa foarte subţire se detașează un element infinit mic de formă 
prismatică, (fig. 8.2). Pentru simplificarea expunerii se consideră că grosimea plăcii 
(și deci și cea a elementului detașat) este egală cu unitatea. Problema care se 
pune este aceea de a determina tensiunile dintr-un punct oarecare O al plăcii, la 
nivelul planelor perpendiculare pe suprafața mediană a plăcii. Cu alte cuvinte vor 
trebui să se determine tensiunile normale și tangentiale ce se dezvoltă pe un plan 
oarecare BCB'C', înclinat cu un unghi a faţă de axa Oy, (fig. 8.2). Se va considera 
că aria elementară a dreptunghiului BCB'C' este dA. Dat fiind faptul că tensiunile 
ce se dezvoltă la nivelul suprafeței elementare BCB'C' diferă foarte puţin de cele 
din punctul O rezultă că eroarea promovată este foarte mică, devenind zero atunci 
când laturile OB și OC tind către zero. Pe de altă parte, datorită acțiunii sarcinilor 


Р, 
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exterioare Ру, P2,...,Pn, pe fețele ОВОВ’, OCO'C' si BCB'C' se vor dezvolta atât 
tensiuni normale cât și tensiuni tangentiale, (fig. 8.2). 


Fig. 8.2 


Aceste tensiuni nu reprezintă alceva decât o consecinţă directă a interactiei dintre 
elementul considerat şi materialul 
înconjurător al plăcii. Pentru ușurarea 
expunerii, elementul OBCO'B'C' s-a 
reprezentat simplificat în figura 8.3. 
Cum planul BC tinde la limită către 
punctul O (ramânând paralel cu el 
însuși), tensiunile ce se dezvoltă la 
nivelul acestui plan vor reprezenta de 
fapt tensiunile de la nivelul unui plan 
înclinat ce trece prin punctul O. 
Presupunând cunoscute tensiunile de 
la nivelul planelor OB și OC 
(оу, туо бу) se pune problema 
calculului tensiunilor o si т de la nivelul 
planului BC, inclinat cu unghiul a. Din sumă de momente în raport cu punctul D (fig. 
8.3) se scrie: 


Fig. 8.3 


SM =03 c, гал ааг D Ccos a — 7 d4-cosa: DC sina =0, 
2 á 2 


de unde rezultă relația cunoscută 

Ty = Ux . 
Din ecuaţiile de echilibru mecanic al tuturor ргоес ог forțelor pe direcţiile 
tensiunilor o și 7 rezultă: 


SF, =0> 
o : dA — o „d4 - cos acosa — o, dA:sinasina — v,,d4- cos asina — Tt „d4 :sinacosa=0; 
NEGLI 


t:d4 —o,dA4:cosasina t o, d A: sinacosa + 7, dA: cosacosa — т. d A4: sinasina = 0. 
Se poate scrie: 
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- 2 n? : | 
0-00,008 0--0,8Ш a t 21, Sina cosa; 


(8.1) 
т= (с, - с,). sinacosa — t (cos? a — sin? a). 
Utilizánd relatiile 
‚2 1— cos2a , 2 1+ cos2a 
іп a = ——— —; а-----, 
2 
(8.1) devine: 
1+ cos2a 1—cos2a : 
0-0, to, +T sin2a ; 
(o. -g,)-sin2a | 
т= T, COS2Q ; 
2 Xy 
Sau 
DO Обу , 
с = + 2 :cos2a + 7,,sin 20 ; 
2 (8.1") 
0 790 a 
T — —————.Ssin2a — 1,,cos2a . 
2 Xy 


Din relatia (8.1") гегийа са tensiunile normale o si cele tangentiale т de pe 
suprafața BCB'C' , înclinată cu unghiul с (si deci tensiunile normale si tangentiale 
din punctul О pe o suprafață plană paralelă cu BCB'C), sunt funcţii de unghiul a. 
Se pune problema: care sunt acele valori ale unghiului a pentru care tensiunile o și 
т au valori extreme (minimă sau maximă)? Aceste valori se pot determina derivând 
(8.17) în raport cu a si punând apoi condiţia ca aceste derivate să fie egale cu zero. 


Чо _ 29  .sin2g + 2r, -cos2a.- 0 
dx 
de 2 e sina, -cos2a |=0 (8.2) 
da 2 ч | | 
Rezultă cá: 
2T. 
tg2a=— 2, (8.3) 
0-0, 


Ecuația (8.3) dá cele două valori ale unghiului с (a și 025 ar) pentru care 


tensiunea normală o are valori extreme. Din acest motiv ecuaţia (8.3) se scrie 
întotdeauna: 


2r. ; 


0,—90, 
Cu alte cuvinte, cele două valori ale lui a (o; și 02) dau două direcţii perpendiculare 
din plan faţă de care tensiunea normală с ia valori extreme (o valoare maximă o; 


în raport cu una dintre direcţii si o valoarea minimă o; în raport cu cealaltă direcţie). 
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Ca urmare, cele două tensiuni normale extreme o; si о» sunt perpendiculare între 
ele. Valorile acestora se pot obţine substituind valoarea unghiului a din (8.3) în 
expresia lui o (8.17). Se obţine: 


TRIAL MN ja "EVE . 


2 cn 
_ (с, +) 1 1 р 22) (8.4) 
qu 29:0, FAT 
sau 
0,5 = 2 AN : Vo. spy + 472, (8.5) 


Cele două valori extreme ale tensiunilor normale se numesc tensiuni principale iar 
Чїгес е perpendiculare aferente din plan directii principale. 
Revenind la ecuația (8.1"), derivând în raport cu с și egalând derivata cu 
zero se obține: 
dr _ 
da 


0,-0 | 
2 7 cos2a + 27, sin2a = 0. (8.6) 


1 v: 2 T . . Л 
In felul acesta s-au găsit două direcţii perpendiculare (оз și o4 = ast) pentru care 


tensiunile tangentiale 7 au valori extreme (o valoare maximă z în raport cu una 
dintre direcţii si o valoare minimă т; în raport cu cealaltă direcţie). Cele două 
direcții sunt date de ecuaţia 


0,—6 
drogue cs ж. 
до | 


(8.7) 
xy 
Substituind aceste valori ale lui a in cea de a doua ecuaţie din (8.1") se obţine: 


ЭР =+ fle, -e, аг, (8.8) 
sau 

Dus (о 25) (8.9) 
Сит 

EE (8.10) 


v tg205 4 | 


rezultă cá tensiunile tangentiale т ating valori extreme în plane înclinate la 459 față 
de planele pentru care tensiunile normale o ating valorile extreme o; si o». Trebuie 
notat si faptul cá, conditia de extrem (8.2) coincide cu 


y 


т= sin 20 — t,, cos2a = 0. 


Cu alte cuvinte, la nivelul planelor ce coincid cu direcţiile principale tensiunea 
tangentialá c este zero. 
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Revenind la placa foarte subțire din figura 8.2, se poate facilita vizualizarea 
stării de tensiune la nivelul punctului O considerând un element cubic infinit mic cu 
centrul în O, având orientări diferite, 
împreună cu tensiunile aferente de pe 
feţele laterale ale cubului (fig. 8.4). 
Pentru o anumită orientare a cubului 
В,В.В.В, (orientare dată de către 
direcţiile principale perpendiculare 7 şi 
2) tensiunile aferente fetelor laterale ale 
cubului se reduc la tensiunile normale 
principale o, si o», în timp ce tensiunile 
tangenţiale aferente devin egale cu 
zero, (fig. 8.4). Dacá se roteste cubul 


cu 45 in M plácii, se ajunge la 
E Dd poziția C/C2CsC,, pe fețele laterale ale 
ш cubului din noua poziţie tensiunile 
0. —0 TEM 
tangentiale z atingánd valorile extreme Cna E) tensiunile normale 


aferente fiind оз si c4. Cu alte cuvinte, la nivelul planelor unde tensiunile tangentiale 
ating valori maxime, tensiunile normale NU devin egale cu zero. 


8.2 STAREA SPATIALÁ DE TENSIUNI 
Se consideră un corp oarecare solicitat la exterior de către sarcinile P4, 


punc oarecare О al corpului se izoleazá din acesta un element paralelipipedic 

P infinit mic, avánd laturile paralele cu 

Р, axele sistemului de referință atașat, 

lungimile acestor laturi fiind respectiv 

dx, dy și dz, (fig.8.6b). Se desenează 

separat acest element la o scară mărită, 

(fig. 8.6b). Tensiunile aferente fetelor 

elementului paralelipipedic considerat 

vor fi funcţii de x, y și z. Astfel, 

componentele tensiunilor ce actioneazá 

P pe douá fete paralele ale 

P, | ^  paralelipipedului пи sunt egale, 

i ad diferenta dintre acestea fiind o valoare 

diferenţială. Spre exemplu, dacă tensiunea normală medie aferentă unei anumite 

fete este o, atunci, pe fata paralelă, datorită variaţiei lui x, tensiunea va fi 


NT 


Ох 


Folosind acelasi rationament ca si їп subcapitolul 8.1, se poate gási o 
anumită orientare spaţială a elementului paralelipipedic considerat їп asa fel încât, 
pe fetele acestuia, tensiunile tangentiale sá deviná egale cu zero, їп timp ce 
tensiunile normale să devină tensiunile principale оч, o» Si оз, (fig. 8.7). Se poate 
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Fig. 8.6 


demonstra faptul că tensiunile principale су, o» și оз (unde o; 202 203) se pot 
calcula ca rádácini ale ecuatiei: 


o? -lo * Io - I4 20, (8.11) 
unde 
h=, tO, P0, 
1,20,0,-0,0,^0,0,—12., —r2 —1? ; (8.12) 
2 x” y x-z уб 2 ху х2 yz? Е 
Ox Ty ЦЭ 
It. бу» T. 
Ux ЦЭ 0; 


Acest rezultat se obţine făcând ca dx, dy si dz să tindă către zero (fig. 8.6b), сапа, 
la limită, elementul paralelipipedic considerat se va reduce la punctul O. 
Utilizând aceeași analogie se pot calcula 5 


9; 9, expresiile tensiunilor tangentiale 
£1 -0;) : 
112 = + 2 ; 
0, —0 
2 
T 4 (о, Ян оз) 
23^ — 
2 
9i 05 


Aceste tensiuni tangentiale corespund planelor ce trec 
prin axa fiecárei tensiuni principale, fácánd un unghi de 
45° cu axele celorlalte douá tensiuni principale. Se 


Fig. 8.7 Р : 
М poate observa їп felul acesta са: 
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e valoarea maximă a tensiunii tangentiale este dată de jumătatea diferenţei 
dintre cea mai mare si cea mai mică tensiune normală principală; 

e tensiunea tangentialá maximă se dezvoltă la nivelul planului orientat la 45? 


fată de aceste două tensiuni normale principale, plan ce trece si prin axa 
celei de a treia tensiune normală principală. 


8.3 STAREA MONOAXIALĂ DE TENSIUNI 


În contextul celor precizate anterior se poate reveni acum la starea monoaxială 
de tensiuni. Aceasta este de fapt o stare plană de tensiuni pentru care 


oy-0 Si 521,70. 


Se considerá din nou cazul unei bare solicitate la tractiune de cátre douá forte 
concentrate P de sensuri opuse, (fig. 8.8). 


Fig. 8.8 


Se detaseazá un element de bará infinit mic, in formá de prismá, element ce s-a 
reprezentat separat în figura 8.80. Acest element nu este altceva decât elementul 
reprezentat în figura 8.3, la care бу 7-7 ту;=0. Drept urmare starea de tensiuni din 
bara solicitată la tracţiune este descrisă prin elementul reprezentat în figura 8.8b. 
Singura tensiune ce acţionează pe fata OC a elementului prismatic infinit mic (faţă 
perpendiculară pe axa x) este tensiunea normală оу. Cu toate acestea însă, în 
plane înclinate cu unghiul a, se dezvoltă atât tensiuni normale o cât și tensiuni 
tangentiale т. Se poate astfel concluziona cá, în aceleași condiţii de solicitare 
exterioară, starea de tensiune dintr-un punct poate conduce la mai multe 
interpretări în funcţie de orientarea planului de referință BC (fig. 8.8b). Utilizând 
ecuația (8.3) 


18201 2 = 20 B ; 


CU 7,7 oy = 0, se găsește са 


. л 
a =0; 0=a+—=—. 
1 2706,75 


Cu alte cuvinte, cele douá directii principale sunt paralele cu axele Ox si respectiv 
Oy. Tensiunile principale aferente o; si o» sunt (8.5): 


015 -32232/0 -o,)- 4d = Sa + 
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rezultând în final: 


as (8.14) 
0^ = 0 К | 
Їп acelasi timp, din (8.9) se poate obtine valoarea tensiunilor tangentiale maxime 
Tmas = 202 =+, (8.15) 
2 2 


tensiuni ce acționează într-un plan înclinat la 45° fată de axa Oy (о=45°, fig. 8.8). 


8.4 STAREA DE FORFECARE PURĂ 


Se presupune că într-un punct oarecare O dintr-un corp solicitat la exterior de 
un sistem de sarcini aflate în echilibru mecanic se dezvoltă o stare de forfecare 
pură. Într-un astfel de caz оу=оу=0, starea 
de  forfecare pură fiind definită prin 
componentele z-:,, (fig. 8.9). Utilizând 
ecuaţia (8.3) 


21 
tg2a 2 = es ; 


CU 070,70, se obține 


T . 
21 = 4 
m m Эл 
Q, =— + = —. 
42 4 
Fig. 8.9 Tensiunile principale sunt 


o to, 1 
- y 2 _ 
0,5 = 2 нь 2 Ve. c, f +4т,=#т„. 


Cu alte cuvinte, o stare de forfecare рига este echivalentá cu o stare de tensiuni 
constând într-o tensiune normală de întindere, оу, și una de compresiune, o», 
având aceeași valoare (оу= y; ох=- ту). Tensiunile principale o; și c» se dezvoltă în 
plane înclinate cu 450 si respectiv 135^ in raport cu axa Ox, (fig. 8.9). 


8.5 LEGEA LUI HOOKE GENERALIZATÁ 


În conformitate cu cele precizate în capitolele anterioare, în cazul barelor 
drepte solicitate la întindere sau compresiune și în contextul ipotezei micilor 
deformatii, ce invocă doar porțiunea liniară a diagramei caracteristice tensiuni — 
deformatii, legea lui Hooke se poate exprima în forma cea mai simplă: 


с=Е.є, (8.16) 


unde Е este modulul de elasticitate longitudinal al materialului. Cu alte cuvinte, о 
astfel de lege presupune o dependenţă liniară între tensiunile normale o și 
deformatiile specifice longitudinale г. In același mod, în cazul barelor solicitate la 
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forfecare, pentru valori ale tensiunilor tangentiale т ce nu depásesc limita de 
proportionalitate, legea lui Hooke se poate scrie sub forma: 
T-G-y, (8.17) 
unde G este modulul de elasticitate transversal al materialului implicat. 
In raport cu un sistem de referință triortogonal drept Oxyz, mărimile de mai 
sus devin: Ox, Oy, Oz, Ex, £y, Ez Туу, Туу, Туг, Үху, Үхь Yyz Si 
= Еє,; 


o, = Её,; 


Ox 
с, = Еє,; 

С 
ЦЭ = GO us 
Ty Gy. 


(8.18) 


Se considerá un corp oarecare, dintr-un material omogen si izotrop, solicitat 
la exterior de un sistem de sarcini aflate în echilibru mecanic Р;, P2,...,Pk,--- Pn, (fig. 
8.10a). 


Fig. 8.10 


Datorită acțiunii sistemului exterior de sarcini, în interiorul corpului se dezvoltă o 
stare spaţială de tensiuni. Acest lucru înseamnă că, în cazul în care se izolează din 
corp un element paralelipipedic infinit mic, având laturile paralele cu axele de 
coordonate, pe fiecare faţă a paralelipipedului se vor dezvolta tensiuni normale si 
tensiuni tangentiale, (fig. 8.10b). Pentru simplificarea expunerii s-au neglijat 
variațiile de tensiuni de la o faţă la altă faţă paralelă. Se consideră pentru început 
doar efectul tensiunii normale o;, (fig. 8.11). Prezenţa acestei tensiuni determină 


deformatii longitudinale e, Ux dupá directia Ox si deformatii normale transversale 
dupá directiile Oy si respectiv Oz. Se poate scrie asadar: 


: eT O Vo Vo 
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În mod similar, componenta o, a tensiunii 
aplicată separat, va determina deformatii atât în 


O 
lungul axei Oy To cât si în lungul axelor Ox si 


: Vo ^ р. : - 
respectiv Oz p In fine, prezenta singulará 
a tensiunii normale o; va determina o deformatie 


^ : z O : Р 
in lungul axei Oz egalá cu T şi alte două 


Fig. 8.11 
Se poate scrie deci: 


ti t FAT " уо, " о, " үс, . 
geve- rape rupes ea 


E 


deformatii dupá axele Ox si Oy egale cu - н 


st=-ve, =- Siegon 821) 


Combinând rezultatele obținute, se poate concluziona că, in cazul unei încărcări 
multiaxiale a elementului paralelipipedic infinit mic detașat din corp, (fig. 8.12), 
componentele deformatiilor se pot scrie sub forma: 


oc. VO, vo 1 
кекек =. - 22 = |е, vlo, +o.)); 


vo, 0, vo, 1 
—— + —— - | 8.22 


б О» UL. | 


el " moo 
€, =E, tE, Ft €, = 


Relaţiile de mai sus sunt cunoscute în literatura de specialitate sub numele de 
LEGEA LUI HOOKE GENERALIZATĂ. Aceste 
relaţii sunt valabile atâta timp cât tensiunile nu 
depășesc limita de proportionalitate și doar în 
contextul ipotezei micilor deformatiuni. Este 
important de menţionat și faptul că o valoare 
pozitivă а tensiunii normale semnifică 
solicitarea de tracţiune în timp ce, o valoare 
negativă, solicitarea de compresiune. 

Urmărind starea de tensiuni dezvoltată 
pe paralelipipedul reprezentat în figura 8.10b, 
legea generalizată a lui Hooke se poate acum 
completa prin adăugarea  deformaţțiilor 
specifice transversale уу, у: și уу, după cum 
urmează, (fig. 8.13): 
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m TN SU 8.23 
агза (8.23) 
În concluzie, relaţiile (8.22) și (8.23) reprezintă forma completă a legii 
generalizate a lui Hooke, pentru materiale omogene și izotrope. 
Pentru o stare plană de tensiuni (oz = ъ= 720) legea generalizată a lui 
Hooke devine: 


Fig. 8.13 


1 1 1 Ty 
= lo -vo, : e, =o -vo;]: e = zl ve,]: Ту Л 7 (8.24) 
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O examinare sumară a relaţiilor (8.22) si (8.23) conduce la concluzia 
imediată potrivit căreia, pentru a cunoaște starea de deformatie din interiorul unui 
corp solicitat complex, este nevoie în prealabil să se cunoască valorile celor trei 
constante de material E, G si v. De fapt însă, doar două constante din cele trei vor 
trebui cunoscute, pentru că, pentru un anumit material, există o relaţie între cele trei 
constante, relație ce urmează a fi prezentată ulterior. 


8.6. ENERGIA DE DEFORMATIE 


Fie un corp deformabil, de o forma oarecare, solicitat la exterior de un sistem 
de sarcini P4, Р›,...,Р,,...,Р, aflate în echilibru mecanic, (fig. 8.14). În cazul în care 
sarcinile sunt aplicate static (acestea crescând lent în timp, de la zero la valoarea 
nominală) punctele de aplicaţie ale sarcinilor (A,B,K,N etc.) se vor deplasa în alte 
poziţii (A,B'K',N' etc.), efectuându-se în felul acesta un lucru mecanic exterior L, 
(fig. 8.14). 


Forma inițială a corpului 


Corpul deformat datorită acţiunii 
„sarcinilor exterioare 


Fig. 8.14 


Lucrul mecanic efectuat de către sarcinile P;, Р›,...,Р,,...,Р, se va regăsi în energia 
asociată deformatiei corpului solicitat. Aceasta poartă numele de energie de 
deformatie, notată în general cu U. Dacă deformatiile corpului implicat nu depășesc 
limita de elasticitate a materialului atunci energia de deformatie va fi în întregime 
eliberată mediului înconjurător atunci când sarcinile exterioare își încetează 
acţiunea. Într-un astfel de caz U se numește energie potenţială de deformatie 
elastică. Pe de altă parte, aplicând legea conservării energiei, rezultă că 


L=U (8.25) 


8.6.1 ENERGIA POTENȚIALĂ DE DEFORMATIE ELASTICĂ PENTRU 
SOLICITAREA AXIALA 


Se consideră o bară dreaptă de lungime /, încastrată la un capăt și solicitată 
la celălalt capăt de o forță concentrată Р, (fig. 8.15). Se presupune că materialul 
barei ascultă de legea lui Hooke iar limita de proportionalitate a materialului nu este 
depășită. Se presupune de asemenea că forța P este aplicată static, crescând lent 
de la zero la valoarea nominală, (fig. 8.16). Dat fiind faptul că în timpul aplicării 
sarcinii exterioare P în materialul barei nu se depășește limita de proportionalitate, 
forța axială N din bară va crește direct proportional cu deplasarea pe orizontală a 
punctului C, (fig. 8.17a). 
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Forța aplicată 


Fig. 8.15 Fig. 8.16 Spur 


Când forța axială N atinge valoarea P, deplasarea и va avea valoarea alungirii 
totale a barei, A/. In același timp, pe parcursul aplicării forței P, tensiunile normale 
din bară vor crește continuu, rămânând însă direct proporționale cu deformatiile 


Fig. 8.17 


specifice longitudinale <, (fig. 8.17b). Lucrul mecanic efectuat de către forța P va fi 
egal cu porțiunea hașurată situată sub graficul din figura 8.17a. Se poate scrie: 


Аё 
д Маг, (8.26) 
| 2 


Energia potenţială de deformatie elastică pentru solicitarea axialá va fi: 


PAS CA p 0-4 AM 0-468 се. 
2 2 2 [ 2 2 


UL V, (8.27) 


unde V=A-/ reprezintă volumul barei. Din legea lui Hooke (c = E:e) se poate scrie: 


ша stc queue (8.28) 


U = LI — . 
2 22. 2Е 


Lucrul mecanic și energia se exprimă în aceleași unități de măsură, prin 
înmulţirea unităţii de lungime cu unitatea de forță. În contextul Sistemului Metric 
International, lucrul mecanic si energia se exprimă їп N:m, această unitate de 
măsură fiind denumită Joule (J). 

Revenind la relaţiile (8.27) și (8.28) se observă faptul că energia potenţială 
de deformatie elastică depinde de dimensiunile barei. Pentru a elimina efectul 
dimensional și a concentra astfel întreaga atenţie pe direcţia proprietăţilor de 
material se va introduce conceptul de energie potențială specifică de deformatie 
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elastică. Această mărime mai poartă numele de densitate de energie potențială de 
deformatie elastică, notată în general cu Up Se poate scrie așadar: 
U сє о? 
U == = . 8.29 
GA um NE и 


Їп acest fel, energia potentialá de deformatie elasticá acumulatá de un element de 
volum infinit mic dV al corpului solicitat este: 


dU -U;-dV - ^ "dV -7- dV. (8.30) 


Astfel, energia potenţială totală de deformatie elastică în cazul solicitării axiale este: 


О, = [Und = p ау = ЕД (8.31) 
V V 


8.6.1 ENERGIA POTENTIALÁ DE DEFORMATIE ELASTICÁ PENTRU 
SOLICITAREA DE FORFECARE 


Dacă materialul barei se găseşte într-o stare de forfecare pură (fig. 8.18) 
energia potenţială de deformatie elastică se poate determina exact pe procedura 
prezentatá anterior. 


Fig. 8.18 


Într-un asemenea caz densitatea de energie potenţială de deformatie elastică se 
poate calcula cu relaţia: 


т-у 
Up = —— = ——. 8.32 
pc 50 (8.32) 


Astfel, energia potenţială totală de deformatie elastică in cazul solicitării de 
forfecare pură este: 


U, Er Sd [6% (8.33) 


unde V este volumul barei (sau al corpului, in general). 


8.6.3 ENERGIA POTENTIALÁ DE DEFORMATIE ELASTICÁ PENTRU 
STAREA GENERALÁ DE TENSIUNI 


Ín subcapitolele precedente s-a determinat expresia energiei potentiale de 
deformatie elasticá pentru solicitarea de intindere-compresiune respectiv forfecare, 
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in cazul unei bare astfel solicitate, rezultatul obtinut putándu-se generaliza si pentru 
un corp de o formá oarecare, corp aflat intr-una din cele douá stári de solicitare. 

Se considerá acum cazul general al unui corp solicitat la exterior de un 
sistem de sarcini aflate їп echilibru mecanic, (fig. 8.19a). Se presupune faptul cá, 
sub acţiunea sarcinilor exterioare, în corp se dezvoltă o stare generală de tensiuni. 
Se izolează din corp un element paralelipipedic infinit mic (fig. 8.19b). Într-un 
asemenea caz starea generală de tensiuni este caracterizată prin șase 
componente: о, бу, Oz, бу, txz, Si zy; (pentru simplificarea expunerii, în figura 8.196 
s-au reprezentat doar tensiunile de pe fetele vizibile ale paralelipipedului). 


Fig. 8.19 


Dacă materialul corpului considerat se comportă liniar — elastic atunci densitatea de 
energie potenţială de deformatie elastică se obține prin însumarea expresiilor 
obținute în subcapitolele precedente: 


Up O Ex + оё, + 0,6, + Ty xy Tyz) xz + T yzl/yz . (8.34) 


2 2 2 2 2 
Revenind la expresiile legii lui Hooke pentru un material omogen, izotrop si elastic: 


s = Lo, - v(o, «o. ]: 
s, 7 "le e eo 
E =— с, -vlo o, ) 

УЫ => Fe vx ys => 


si substituind în (8.34) componentele deformatiilor specifice £y 5у, ez Уу yz ȘI Уул 
se obține expresia generală a densităţii de energie potenţială de deformatie elastică 
pentru starea generalá de tensiuni: 
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Up == to, *et]- (оо, +0,0, +0,0, )+ e, poe ec). (8.35) 


Dacă axele sistemului de referinţă triortogonal drept atașat corpului coincid cu 
axele principale atunci tensiunile tangentiale devin egale cu zero iar expresia (8.35) 
se reduce la: 
1 V 
Up - lo 3495 +02)- У (до, tajos +0303). (8.36) 
AE E 
Rezultă în final cá expresia generală a energiei potentiale de deformatie elastică a 
corpului solicitat si aflat intr-o stare generalá de tensiuni este: 


U, = [Us dV , (8.37) 
V 


unde V este volumul corpului iar Up este densitatea de energie potenţială de 
deformatie elastică pentru starea generală de tensiuni. 


8.6.4 DENSITÁTILE DE ENERGIE POTENȚIALĂ DE DEFORMATIE 
ELASTICA MODIFICATOARE DE VOLUM SI MODIFICATOARE DE 
FORMA 


Datoritá actiunii sarcinilor exterioare un corp solid isi modificá atát volumul 
cât si forma. Este motivul pentru care și densitatea de energie potenţială de 
deformatie elastică poate fi descompusă în cele două componente aferente 
modificării de volum și modificării de formă. Astfel, la nivelul unui anumit punct al 
corpului, cele două componente sunt: 

e componenta U,, asociată modificării volumului materialului la nivelul punctului 
considerat; 


e componenta U; asociată modificării formei la nivelul punctului considerat. 


Fig. 8.20 


O stare dată de tensiuni se poate obţine prin suprapunerea celor două stări de 
tensiuni aferente modificării volumului și formei, (fig. 8.20) — unde оу, o», оз sunt 
tensiunile principale iar o; (sau o) reprezintă valoarea medie а tensiunilor 
principale: 
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_ 01 +0 +03 
V 3 
Starea de tensiuni descrisă în figura 8.20b va tinde să modifice volumul elementului 
de corp considerat (dat fiind faptul că pe feţele elementului se dezvoltă aceeași 
tensiune) iar cea din figura 8.20c va tinde să modifice forma elementului de corp 
considerat. 
Revenind la relaţia (8.36), densitatea de energie potenţială de deformatie 
elastică asociată stării de tensiuni din figura 8.20b se poate scrie sub forma: 


-g. (8.38) 


v 
Up = [E 05 + 03 lao, + 0103 + 0530;)— 


| 
2Е PA 


lI f2 2 _ 
-e +92 +ө{)-#(-б ++ +0:-0)= 


36? 3vo? 3X1-2v)? 3 7 matata) 
3 


2E E 2E 2E 
1—2» 
-—— to TAT (8.39) 


În acelaşi mod, densitatea de energie potențială de deformatie elastică asociată 
stării de tensiuni din figura 8.20c are expresia: 


1 ]-2v 
Us =Up-Up = (02 roi ко2)- lao +оо; +озоз) (o? + 05 202), 


care, їп final, conduce la: 


1 
sn -0} Hn -nY +(о› -oy] (8.40) 
sau 
5 = -Y o? ход +o 0105 — 0105 озо). (8.41) 


8.6.5 RELATIA DINTRE Е, С si v 


Fie o placă dreptunghiulară de grosime constantă, confecţionată dintr-un 
Oo material omogen, izotrop si 

elastic, (fig. 8.21). Se 
presupune că placa se 

9, găseşte într-o stare plană de 
tensiuni, fiind solicitată la 
tracțiune după direcția axei 

Ox (оёод) și la 
compresiune după direcţia 
axei Oy, (оу=-оо). Invocánd 
proprietățile stării de 
forfecare pură descrise їп 
subcapitolul 8.4, starea de 
tensiune descrisă mai sus 
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Fig. 8.21 


Elemente de teoria elasticității 


este echivalentă cu o stare de forfecare pură la 45, (fig. 8.21). Cum densitatea 


energiei potentiale de deformatie elastică în cele două stări de tensiuni este 
aceeasi, se poate scrie: 


Up; -Upg ; (8.42) 
unde 
1 ( 20339 2) V 
Up; E oi +03 +03 - plac + 0105 +0) 
1 1 
- (0208) о» = 1-07 «Ca 1-90): о) 
- % Y = 0 (+v) 
E E E 
si (8.35) 
1[ 2, 2, 2] Y lf2, 22 23 оў 
Up; = =h? +05 +0; (6, +00, +00.) 2269 TE enel. 
Rezultă așadar relaţia: 
20 (14 y)- 20. 
si in final: 
E 
ба 8.43 
201+) id. 


Relatia (8.43) permite calculul constantelor de material E, G si v atunci cánd se 
cunosc valorile a douá dintre acestea. 
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9. TORSIUNEA 


În multe structuri mecanice, având diverse funcţii, se întâlnesc bare solicitate 
la torsiune (sau răsucire), bare utilizate atunci când apare necesitatea transmiterii 
unui moment de torsiune M, de la un plan la un alt plan paralel, (fig. 9.1). 


Fig. 9.1 


Cele două momente de torsiune M, ce solicită bara din figura 9.1 au aceeași 
valoare dar sensuri opuse. Un caz în care solicitarea de torsiune este dominantă 
este cel al arborilor de transmisie utilizaţi pentru transmiterea puterii de la un punct 
la un alt punct al unui sistem tehnic: de la un motor la o mașină unealtă; de la o 
turbină cu abur la un generator electric; de la un motor cu ardere internă la puntea 
spate a unui automobil etc., (fig. 9.2). 


Fig. 9.2 


Barele solicitate la torsiune se numesc arbori. Aceștia pot fi cu secțiune plină 
(fig. 9.3a) sau cu secţiune tubulară (fig. 9.3b). 

În cazul în care se cunoaște valoarea P a puterii transmise prin intermediul 
unui arbore (exprimată în CP) și turatia n a arborelui (exprimată în rotații / minut), 
se poate demonstra că momentul de torsiune M, ce solicită respectivul arbore este 
dat de relaţia: 
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Fig. 9.3 


M, 27,42. [kN-m] (9.1) 
n 


Dacă puterea este exprimată in kW (kilowati) atunci relația (9.1) devine: 


M, =9,55 E [kN m] (9.2) 
n 


9.1 TORSIUNEA BARELOR DE SECTIUNE CIRCULARÁ SI INELARÁ 


9.1.1 TENSIUNI SI DEFORMATII 


Fie un arbore AB cu sectiunea circulará de diametru d, solicitat la capete de 
către două momente de torsiune de sensuri opuse M, (fig. 9.4). Se sectioneazá 
arborele printr-un plan perpendicular pe axa longitudinală a sa, plan dus printr-un 
punct oarecare C al arborelui. 


Fig. 9.4 


Secţiunea transversală a arborelui obținută la nivelul punctului C este supusă 
acţiunii unor forte de forfecare elementare dF, după o direcţie perpendiculară pe 
raza г. O forță elementară dF aferentă unei suprafețe elementare a secțiunii 
transversale a arborelui, de arie infinit mică dA, este dată de către tensiunea 
tangentialá т ce se dezvoltă la nivelul suprafeţei de arie dA, tensiune înmulțită cu 
această arie, (fig. 9.4b). 

Momentul de torsiune M, aplicat arborelui va fi egal cu suma tuturor 
momentelor față de axa Ox a arborelui date de forțele de forfecare dF: 
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[raF = М, (9.3) 
А 
unde A este aria secțiunii transversale a arborelui. Dat fiind faptul са ағ= гад, 
relatia (9.3) devine: 


[rrdA- М, (9.4) 
A 


Desi relaţia (9.4) dă o condiţie importantă ce trebuie îndeplinită de către tensiunile 
tangentiale din orice secţiune transversală a arborelui, aceasta nu oferă informații 
asupra modului în care sunt distribuite respectivele tensiuni tangentiale pe 
secţiunile transversale. Ca urmare problema este static nedeterminată, aceasta 
însemnând că distribuţia tensiunilor tangentiale NU se poate determina doar din 
statică. Integrala (9.4) se poate rezolva doar dacă se cunoaște în prealabil legea de 
distribuţie a tensiunilor tangentiale pe secţiunile transversale ale arborelui solicitat 
la torsiune. 

În scopul deducerii formulelor de calcul pentru barele de secțiune circulară sau 
inelară solicitate la torsiune se fac următoarele ipoteze: 

• bara solicitată la torsiune are secţiunea transversală constantă în lungul sáu; 


e materialul barei este continuu, omogen si izotrop; 
e materialul barei ascultă de legea lui Hooke; 
e tensiunile din bară nu depășesc limita de proportionalitate a materialului. 


În contextul ipotezelor de mai sus se consideră bara de secțiune circulară 


solicitată la torsiune din figura 9.5. 
Axa barei 
de 
secțiune 
шу! circulară 


EN i 
n. 


|$ | 


ЕН 
Ed 


a. 
Fig. 9.5 


Deformatiile barei de secţiune circulară solicitate la torsiune se pot pune uşor în 
evidenţă prin trasarea pe suprafaţa laterală a barei a unei rețele de cercuri paralele 
si linii generatoare, după modelul reprezentat în figura 9.5. În momentul în care 
bara din figura 9.5a este solicitată la torsiune aceasta se va deforma (fig. 9.5b). 
Analizând modul în care se deformează bara pot fi făcute câteva observaţii 
deosebit de importante: 


156 


..]1xUSÍumea _ 


e сапа o bară de secţiune circulară este solicitată la torsiune, fiecare secțiune 
transversală a sa rămâne plană și nedistorsionată; 

e о linie radială dreaptă din secţiunea transversală (spre exemplu О;А) rămâne 
dreaptă și după deformatie, rotindu-se însă cu un unghi oarecare q; 

e distanţa dintre două secţiuni transversale nu se modifică în urma deformării 
barei torsionate. Acest lucru înseamnă cá 5,=0 rezultând, conform legii lui 
Hooke, că: 


o7 E-e = О; (9.5) 


e datorită acţiunii momentului de torsiune M, un dreptunghi oarecare абса (fig. 
9.5a) se va transforma într-un paralelogram (a'b'c'd' — fig. 9.5b), unghiurile 
initial drepte ale paralelogramului abcd modificándu-se cu cantitatea у 
(deformatia specifică transversală sau lunecarea specifică). 


Analizând deci pe ansamblu modul de deformatie a rețelei de linii trasate pe 
suprafaţa barei torsionate, rezultă că pe fețele volumului elementar de bară 
ab'cda'b'c'd” se dezvoltă doar tensiuni tangentiale т, (fig. 9.50). Fie acum un 
punct oarecare C situat pe circumferința secţiunii transversale curente a barei 
torsionate, (fig. 9.6). 


Fig. 9.6 


Așa după cum s-a menţionat, la nivelul punctului C se va dezvolta doar o tensiune 
tangentialá т, conținută în planul secțiunii transversale. Se presupune că această 
tensiune tangenţială are o anumită orientare în planul secțiunii transversale, (fig. 
9.6), putând fi însă descompusá în două componente, т; si т, după direcţiile radială 
și circumferenţială. Ре de altă parte, în conformitate cu legea dualității tensiunilor 
tangentiale, prezenţa lui z pe secţiunea transversală a barei înseamnă dezvoltarea 
unei tensiuni tangentiale „pereche“z> pe suprafața exterioară a barei, de aceeași 
valoare și pe o direcţie paralelă cu axa Ox. Cum suprafaţa exterioară a barei este 
lipsită de sarcini rezultă că т =0 deci si că z2=0. Concluzia imediată este aceea că, 
în orice punct situat pe circumferința barei de secţiune circulară solicitată la 
torsiune, tensiunea tangenţială т este orientată după tangenta la cerc în punctul 
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M, respectiv, adică perpendicular pe гага. Se 


presupune că această proprietate rămâne valabilă 
pentru orice alt punct al secţiunii transversale a barei, 
(fig. 9.7). 


2 
Їп cele ce urmeazá se va determina distributia 
tensiunilor tangentiale pe secțiunea transversală 
circulară curentă a unui arbore solicitat la torsiune 
(fig. 9.8a). Arborele, de diametru d și lungime /, este 
y 


incastrat la un capát si solicitat la celálalt capát de un 

Fig. 9.7 moment de torsiune concentrat M,. În urma solicitării 

capătul О al barei se va roti cu un anumit unghi д, 

numit unghi de torsiune. Din arbore se detașează un element de lungime dx situat 
între două secțiuni transversale (/ si // — fig. 9.8a), element ce s-a reprezentat 
separat la o scară mărită (fig. 9.8b). Elementul detașat este solicitat tot la torsiune 
de aceleași momente M, cele două capete ale elementului rotindu-se reciproc cu 
unghiul de torsiune infinit mic do. Pentru simplificarea expunerii se va considera са 
secţiunea // a elementului este fixă și doar secţiunea / se rotește cu unghiul 
specificat do. În felul acesta un punct oarecare C al secţiunii / se va deplasa în 


Fia. 9.8 


poziţia С”, în timp ce punctul B, situat pe aceeași rază, se va deplasa in В”, (fig. 
9.8b). Se poate scrie: 
CC" OJC.do e do 


tgy =y= ; 
97 Z7 = 6c dx FR 


unde у este deformația specifică transversală corespunzătoare (fig. 9.8b). Dacă 


raportul x se notează cu 0 (unghiul specific de torsiune), deformatia specifică 


(9.6) 


transversalá se scrie sub forma: 
y-r-0, (9.7) 
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unde r reprezintă distanţa de la punctul arbitrar C la axa arborelui. 
Din legea lui Hooke rezultá cá: 


rT-Gy-Gr.0, (9.8) 


unde G reprezintá modulul de elasticitate transversal. 
Revenind la relatia (9.4) se poate scrie: 


M, = |rrd4= [Gr6rda- [G6r? aa. (9.9) 
A A A 
Dat fiind faptul cá С 510 sunt constante rezultă: 
M, -GO0[r^ dd - GO, (9.10) 
A 
sau 
M 
Ө= —-, (9.11) 
GI, 
4 
unde /, reprezintă momentul de inertie polar al secţiunii arborelui |» 2] Cu 


această expresie a lui 8 relația (9.8) devine: 


Pe Be e E (9.12) 
GI, 1, 
Din relaţia (9.12) rezultă că distribuţia tensiunilor tangentiale pe o secțiune 
transversală arbitrară a arborelui este liniară, (fig. 9.9 — unde s-a reprezentat 
distribuţia tensiunilor tangentiale pe secțiunea 
circulară a arborelui, în punctele situate pe axa Oy). 
Datorită simetriei secţiunii transversale va exista 
același tip de distribuţie a tensiunilor tangentiale pe 
orice diametru. Într-un punct oarecare A al secţiunii 
transversale tensiunea  tangentialáà тл este 
perpendiculară pe raza r și se calculează deci cu 
relaţia: 
M, 
Tar. 
1, 

Dat fiind faptul са tensiunile tangentiale au о 
variaţie liniară pe secțiunea transversală а 
Fig. 9.9 arborelui, fiind direct proportionale cu raza r, 
tensiunile tangentiale maxime se vor dezvolta in 

punctele situate pe circumferința secţiunii transversale. Rezultă cá: 


uie а RM = 
n 1, 1, 2 


(9.13) 


Aceastá valoare se mai poate scrie sub forma: 
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Tmax” 1 = —, (9.14) 
213 р 
тах 


unde W, reprezintă modulul de rezistență polar al secţiunii transversale. Pentru 
secţiunea circulară de diametru d modulul de rezistenţă polar este: 


ла! Я 
1 4 
_ 1р _ 32 Е 
i3 cn d "des (9.15) 
2 


Pentru ca arborele sá reziste solicitárii exterioare trebuie ca valoarea maximá a 
tensiunilor tangentiale sá fie mai micá sau egalá cu valoarea tensiunii admisibile a 
materialului din care este confecţionat arborele. Condiţia de rezistență devine 
așadar: 
M 

ma” y Sfat (9.16) 
unde 7, este tensiunea maximă admisibilă a materialului arborelui. Relaţia (9.16) se 
aplică barelor de secţiune circulară solicitate la torsiune, putând fi utilizată pentru 
toate cele trei tipuri de probleme specifice de rezistența materialelor. 

Chiar dacă formula (9.16) a fost dedusă pentru arbori de secţiune circulară 
constantă aceasta poate fi utilizată si pentru arbori cu secţiune circulară variabilă 
(fig. 9.10a) sau arbori solicitati la torsiune de momente aplicate în alte secţiuni 
decât capetele (fig. 9.10b). 


Fig. 9.10 
În cele ce urmează se revine la conceptul de unghi de torsiune în scopul deducerii 
relaţiei dintre acest unghi și momentul de torsiune aplicat arborelui (fig. 9.8a). Așa 


după cum s-a văzut în cele prezentate până acum expresia unghiului specific de 
torsiune (unghiul de torsiune pe unitatea de lungime) este dată de: 


Pe de altă parte această mărime a fost definită prin relaţia: 
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mo 


dx? 
unde o este unghiul de torsiune. Se poate scrie așadar: 
docpdo sd. 
GI, 
de unde se obtine са 
Z 
M 
p= | da, (9.17) 
061, 


unde / este lungimea arborelui. 


Dat fiind faptul cá sectiunea arborelui din figura 9.8 este circulará si uniformá 
4 


=constant) iar momentul de torsiune, са efort 


în lungul acestuia („=^© 


sectional, este tot constant si egal cu М, relatia (9.17) devine: 


/ 
M,£ 
- = [dx == (exprimată in radiani). (9.17) 
0 p 


Relaţia obținută demonstrează faptul că, în domeniul elastic, unghiul de torsiune o 
este direct proporţional atât cu momentul 
de torsiune aplicat M; cât și cu lungimea / a 
arborelui. Această relație se poate utiliza 
doar dacă materialul arborelui este omogen 
(G=constant), arborele are secțiunea 
circulară constantă iar solicitarea acestuia 
are loc la capete. Dacă însă arborele 
prezintă porţiuni diferite vizavi de încărcare, 
material sau geometrie (fig. 9.11) atunci 
acesta va trebui împărţit în zone specifice 
Diagrama de distincte, care să întrunească condiţiile 
momente de і : 
torsiune impuse privind aplicarea relatiei (9.17). 
Fig. 9.11 Pentru arborele din figura 9.11 se scrie: 


Mo ‚ Mo +2М&)/, „(Mo +2М&)/, E 


Pa-D = Фа-в + Фв-с t Фс-р = 


GI, GI, GI, 
GL; GI,, GL : 


unde 
4 4 
лар. I d. I zd; 


D 32 2 D; 32 2 Di 32 


Cu alte cuvinte, unghiul de torsiune total al arborelui reprezentat ín figura 9.11 
(unghiul cu care sectiunea A se roteste fatá de sectiunea B), se obtine prin 
însumarea algebrică a unghiurilor de torsiune aferente fiecărei porțiuni distincte în 
parte. 
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În cazul în care bara 
solicitată la torsiune are o 
secţiune circulară variabilă (fig. 
9.12a), relaţia (9.17') se poate 
aplica doar unui element de 
bară de lungime infinit mică dx, 
element la care se poate neglija 
variația de secţiune de la un 
capăt la celălalt (fig. 9.12b). 
Dacă relaţia (9.17) se aplică 
pentru acest element rezultă că 


GI,Q) 


do (9.18) 

unde: 
e do reprezintă unghiul de 

torsiune infinit mic cu care 

sectiunea A a elementului se roteste fatá de sectiunea B; 

e 1„(x) este momentul de inerție polar aferent secţiunii circulare de diametru 
а(х), secţiune situată la distanţa x faţă de capătul barei (fig. 9.12a). Cu alte 
cuvinte /, este o funcţie de x: 


Fig. 9.12 


1,-1,(5)- га), 


Integránd (9.18) de la O la / se ор ле unghiul total de torsiune: 


e 
M 
p - [— i (9.19) 
o 01, (x) 
sau, în general: 
А 
4 М, 
Фф = ах. (9.20) 
IG 


Relatia (9.20) se poate de asemenea utiliza si atunci сапа momentul de torsiune M; 
aplicat la exterior variază în lungul barei de secţiune circulară solicitată la torsiune 
(М,=Мү(х) — fig. 9.13a) sau atunci când atât M, cât si /; variază pe lungimea barei, 
(fig. 9.13b). 

Dat fiind faptul că distribuţia tensiunilor tangentiale pe secţiunea circulară 
plină a unei bare solicitate la torsiune este liniară, în foarte multe cazuri se preferă 
bare cu secțiunea tubulară, în scopul reducerii greutăţii proprii a acestora, (fig. 
9.14a). În figura 9.14b s-a reprezentat distribuţia tensiunilor tangentiale pe o 
secţiune inelară, cu diametrul interior d și diametrul exterior D. Pentru o asemenea 
secţiune tensiunile tangentiale maxime se dezvoltă tot în punctele situate pe 
circumferință, putându-se deci aplica relaţia (9.14): 


unde modulul de rezistenţă polar W, este: 
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p — În _Îp _ 32 32 _ = 
й тах D D D 
2 2 2 


(9.21) 


3 4 3 
ы 4) ша km] 
16 D 16 


unde m reprezintă valoarea raportului d/D. 


( 

м.б) 
user dx 
A-B Iano) 


a. 
Fig. 9.13 


Fig. 9.14 
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Observații importante 


e Din legea dualității tensiunilor tangentiale (subcapitolul 4.3), tensiunile 
tangentiale ce se dezvoltă pe secţiunea transversală circulară a unei bare 
torsionate vor fi întotdeauna însoţite de tensiuni tangentiale ,pereche", egale 
ca valoare și care se dezvoltă într-un plan perpendicular pe secțiunea 
transversală a barei, adică în lungul acesteia, (fig. 9.15). Acest lucru explică 
ruperea pe direcţie longitudinală a barelor solicitate la torsiune, bare 
confecționate din anumite materiale a căror rezistență ре direcţie 
longitudinală este mult mai mică decât cea pe direcție transversală. Spre 
exemplu, în cazul barelor din lemn solicitate la torsiune, ruperea are loc pe 
direcție longitudinală, în lungul fibrelor longitudinale ale materialului, (fig. 
9.16). 

e Se consideră un element oarecare a situat pe suprafaţa laterală a unei bare 
de secţiune circulară solicitată la torsiune, (fig. 9.17). În conformitate cu cele 
prezentate anterior, pe fețele unui astfel de element se dezvoltă doar 
tensiunile tangentiale тулах т. 


Se spune cá un astfel de element se găsește într-o stare de forfecare pură. Un 
element similar b, situat tot pe suprafata 
exterioará a barei solicitate la torsiune 
dar rotit cu 45°, este solicitat la intindere 
de tensiunile o; = c după o direcţie si la 
compresiune de tensiunile o» = -r după 
o direcţie perpendiculară pe prima, (fig. 
9.17). În general materialele ductile sunt 
cele care se rup datorită solicitării la 
forfecare. Са urmare, о bară 
confecționată dintr-un material ductil si 
solicitată la torsiune se va rupe după un plan perpendicular pe axa longitudinală a 
barei, (fig. 9.18a). Pe de altă parte, materialele fragile rezistă mai puţin la tracţiune 
decât la forfecare. O bară confecţionată dintr-un astfel de material fragil și solicitată 
la torsiune tinde să se rupă după o direcţie perpendiculară pe tensiunea normală de 


Fig. 9.17 
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tracțiune maximă (ох — fig. 9.18b), adică după o direcţie orientată la 450 fatá de аха 
longitudinală a barei (fig. 9.18c). 


Fig. 9.19 


° Dacă о bară solicitată la 
torsiune prezintă o variaţie bruscă a 
diametrului secţiunii transversale, în 
imediata vecinătate a zonei implicate 
apare un concentrator de tensiune, 
(fig. 9.19). În astfel de situații 
tensiunile tangentiale 
c. corespunzátoare NU se vor mai 

calcula cu formulele prezentate 
anterior. Astfel, tensiunea tangentialà maximă corespunzătoare secțiunii 
transversale de diametru d, din imediata vecinătate a zonei cu variaţie de secţiune - 
(fig. 9.19), este: 


Fig. 9.18 


(9.22) 


Fig. 9.20 


165 


Rezistenta materialelor — solicitări simple . 


unde 7, reprezintă valoarea nominală a tensiunii tangentiale maxime pe porțiunea 
amintită a barei (tensiune calculată cu relaţia (9.14)) iar a, reprezintă factorul de 
concentrare a tensiunii. Acest factor se dă de obicei sub formă de tabele sau 
grafice, de tipul celor reprezentate în figura 9.20. 


9.1.2 PROBLEME STATIC NEDETERMINATE DE TORSIUNE 


Problemele static nedeterminate de torsiune reprezintă acea categorie de 
probleme la care momentele de torsiune, ca eforturi sectionale, nu se pot 
determina doar prin utilizarea ecuaţiilor de echilibru static. În astfel de cazuri 
ecuațiile de echilibru static trebuie completate cu alte relații ce iau în considerare 
modul de deformare a barei supusă la torsiune. În cele ce urmează se dau câteva 
exemple în acest sens. 


Exemplul 1 


Arborele AB din figura 9.21 este încastrat la ambele capete și solicitat de 
două momente de torsiune concentrate. Știind că arborele este confecţionat din 
oțel având G-8-10*MPa si că Mo=500Nm, d=30mm si /=500mm, să se determine 
valoarea maximă a tensiunii tangentiale ce se dezvoltă în arbore (Tmax) precum si 
unghiul de torsiune al secțiunii 1. 


Fig. 9.21 


Datorită acţiunii celor două momente de torsiune concentrate (Mo și 3Mo) în 
cele două încastrări se vor dezvolta reactiunile M4 si Mg. Singura ecuaţie de 
echilibru static ce poate fi scrisă este: 
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УМ, =0 > M 4 + Mg -3Mg + Мр =0 > M 4 + Mp = 2M9. (9.23) 


Cum ecuaţia (9.23) nu este suficientă pentru determinarea necunoscutelor MA si Mg 
problema este static nedeterminată. Aceste necunoscute se pot însă determina 
adăugând condiţia ca unghiul total de torsiune dintre secțiunile A și B să fie zero 
(dat fiind faptul că aceste două secţiuni nu se rotesc reciproc). Rezultă cá: 


Q4-.p70-944*912*95.p > 


M4:24 „(Ma Mo): | (Ma + Mo —3Mo)-£ 0 (9.24) 
Син ©; Л 
unde 
4 4 4 
ла : л(24) ла 
== şi = =16 ——-161, . 
Hp. 2 A 32 4! 
Astfel (9.24) devine: 
M4:2/ (M4 Mg): „(Ma Mo):/ |, 
2257 шанг ы? 
sau 
Ма4+Мо M4-M 
2M 4 у БАЕ ВИ = 0, 
16 16 
de unde rezultá їп final: 
1 
Ма=— Mo. 9.25 
sra (9.25) 
Ínlocuind aceastá valoare in conditia de echilibru static rezultà: 
Мои, (9.26) 


34 
Cu aceste valori se poate trasa acum diagrama de momente de torsiune, (fig. 
9.21). Pentru a determina valoarea maximă a tensiunilor tangentiale ce se dezvoltă 
în bara torsionată relaţia (9.14) va trebui aplicată fiecărei porţiuni distincte de 
arbore în parte. Rezultă: 


1 1 
M, — Mg  — 500-10? 
Тал, = — “= =З3Ф#——=3#———=2,л7МРа; (9.27) 
UE CENE 77-30 
16 16 
67 67 
M, 2 Mo n2 5020 
Top = DB = ЗА = 4 E 93 әзмра. (9.28) 
ман л 60 
16 16 


Dat fiind faptul că М;2в > М; ;.2, la aceeași valoare a modulului W, rezultă că 
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Тә.Втах > T1-2 ma, Ne mai fiind astfel necesar să se calculeze valoarea maximă a 
tensiunii tangentiale pe porțiunea 7-2. 

Comparând (9.27) cu (9.28) se poate trage concluzia că tensiunea 
tangentialà maximă se dezvoltă pe porțiunea 2-B a arborelui, valoarea acesteia 
fiind: 

Tmax =T2-B may = 23,23 MPa. (9.29) 


Unghiul de torsiune al secțiunii 7 este: 


1 1 3 
— Mo:24 --500-10-2-500 
М „.2 0 Ё 
popi 0h... uM ;— 223.10? rad. (9.30) 
GI та 4 730 
р Га Алына Sc te. 
32 32 


Exemplul 2 


Arborele AB din figura 9.22 este încastrat la ambele capete si solicitat de 
către un moment de torsiune uniform distribuit m. Știind că arborele este 
confecţionat din oțel având G-8-10^MPa si că т,-40МРа, d=40mm și /=500mm să 
se determine: 

a) Valoarea maximă admisibilă a momentului de torsiune aplicat m; 
b) Unghiul de torsiune al secțiunii 7. 


a) Din statică se poate scrie 
XM, =0 = М,+Мр=т/. (9.31) 


Dat fiind faptul că unghiul total de torsiune al arborelui AB este egal cu zero rezultă: 


94, g-0-94,*t9,1pg > 
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feam) ах+ Ua 0, (9.32) 
0 


unde 
Е z Qa) ла | ла 
Fu ^. 32 32 P, рә 32 


Rezultá succesiv: 


[aom т) (Мат) 


G B G Ip, 


=0 > 
0 


ГА 
16[(M 4 тх) (М4-т/) =0 = 
0 


1 ml? 2 
dede M dienten 
ag 4 773 | аст 


si in final: 
M 4-097 тг. (9.33) 


Înlocuind această valoare în ecuaţia de echilibru static iniţială rezultă: 
Mp =0,03 m^. (9.34) 


În figura 9.22 s-a reprezentat diagrama de momente de torsiune. Condiţia de 
rezistenţă a porțiunii A-7 este: 


Мах || ч 0,97 mZ 


- - < =40, 
Tmax , | ГИЙ xd Talr 
16 
rezultând că: 
л(24)у 40  z(2.40) 40 


m = . - . —8291N- mm/mm, 
16 0,97 / 16 0,97 . 500 


Condiţia de rezistenţă a porțiunii 7-B este: 


= MERIT) E 0,03 m 


Т тах яг, 3 < Tag = 40, 

d Wpi p ла 

16 

rezultând са 
3 3 
1 4 1 
к. тае. 0) . —33510N-. mm/mm. 
16 0,037 16 0,03- 500 


Valoarea maximă admisibilă a momentului de torsiune m aplicat este reprezentată 
de cea mai mică dintre cele două valori obținute mai sus. Ca urmare 


m-8291N:mm/mm (9.35) 
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b) Unghiul de torsiune al secțiunii 7 este: 


"Мад? 0,03 m/-/ _0,03-8291-500.500 
E MN цн -40 
Р cZ g.104. 7240 


=3,09-10°rad. (9.36) 


9.2 TORSIUNEA BARELOR DE SECȚIUNE NECIRCULARĂ 
(DREPTUNGHIULARA) 


Toate formulele prezentate în subcapitolul precedent cu privire la distribuția 
tensiunilor tangentiale pe secțiunea transversală a unei bare torsionate fac referire 
punctuală la barele de secțiune circulară 
sau inelară. Acest lucru este motivat de 
faptul că deducerea respectivelor formule 
de calcul s-a făcut în contextul ipotezei 
potrivit căreia secțiunile transversale ale 
barei torsionate rămân plane ‘і 


ME nedistorsionate în urma solicitării. Asa 
după cum se va arăta în cele ce urmează, 
barele de secţiune necirculară solicitate la 
torsiune nu respectă această ipoteză. 

Spre exemplu, pentru barele de 
secţiune dreptunghiulară: 
Fig. 9.23 e secțiunile transversale plane și 
nedistorsionate înainte de 
deformatie, își pierd planeitatea si se deformează la solicitarea de torsiune, 
(fig. 9.23). 
° tensiunile tangentiale ce se dezvoltá pe sectiunile transversale ale barei 


torsionate nu mai variază liniar cu distanţa până la аха barei. Mai mult decât 
atât, tensiunile tangentiale din punctele situate în colțurile secțiunii 


х 


М, 


Fig. 9.24 
transversale dreptunghiulare ale barei torsionate sunt egale cu zero. Pentru 
motivarea acestei afirmatii se considerá o bará de sectiune dreptunghiulará 
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solicitatá la torsiune, (fig. 9.24). Datoritá actiunii momentului de torsiune M; 
pe secţiunea transversală curentă a barei se dezvoltă tensiuni tangentiale. 
Din bara solicitată la torsiune se detașează un element cubic infinit mic, 
element situat într-unul din colţurile barei, (fig. 9.24). Se presupune că 
tensiunea tangentialá т de pe fata elementului cubic considerat are o direcţie 
oarecare în plan. Această tensiune se poate însă descompune în două 
componente (7, Si ту). Pe de altă parte însă se cunoaște faptul că tensiunile 
tangentiale nu se dezvoltă doar într-un singur plan, într-un plan perpendicular 
dezvoltându-se tensiuni tangentiale “pereche”, egale ca valoare și la fel 
orientate față de muchia comună (legea dualității tensiunilor tangentiale). De 
aici rezultă că, componentelor туу și z le corespund tensiunile tangentiale zy; 
Si т, ce acţionează pe suprafatele laterale ale barei prismatice si sunt 
paralele cu axa Ox. Dat fiind însă faptul că suprafeţele laterale ale barei 
prismatice sunt lipsite de sarcini rezultă că: 


L0 SU T50. (9.37) 
Rezultă de aici са: 


а ac 9.38 
А ( ) 


n final: 


— 


“Ф 


т=0. (9.39) 


Se poate deci concluziona са їп punctele situate ín colturile sectiunii 
transversale dreptunghiulare curente ale barei solicitate la torsiune tensiunile 
tangentiale sunt egale cu zero. 


Fig. 9.25 


Determinarea modului de distributie a tensiunilor tangentiale pe sectiunile 
transversale dreptunghiulare ale barelor prismatice solicitate la torsiune se poate 
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face doar prin metodele Teoriei elasticitátii. Dat fiind faptul că o astfel de 
determinare nu este foarte simplă, depășind nivelul de dificultate al prezentului 
curs, în cele ce urmează se va prezenta doar rezultatul final al unei astfel de 
determinări. 

Se consideră spre exemplu o bară de secțiune dreptunghiulară solicitată la 
torsiune, (fig. 9.25a). Se notează cu / lungimea barei, cu b si h latura mică și 
respectiv latura mare a secțiunii dreptunghiulare iar cu M; momentul de torsiune 
aplicat barei. Utilizând metodele Teoriei elasticitátii se poate demonstra că în 
punctele situate pe axele de simetrie ale secțiunii transversale dreptunghiulare a 
barei precum și în punctele situate pe conturul secțiunii transversale, distribuţia 
tensiunilor tangentiale este cea reprezentată în figura 9.25b. Tensiunea tangentialà 
maximă se dezvoltă la mijlocul laturilor mari ale dreptunghiului (în punctele B si ВЭ. 
Valoarea acesteia se calculează cu relația: 
ză cA. (9.40) 

khb W, 


Tmax 


unde W, reprezintă modulul de rezistență la torsiune, pentru secțiunea transversală 
implicată. 
Pentru secțiunea dreptunghiulară se poate demonstra că 


W,-khb?, (9.41) 


unde К este un coefficient ce tine seamă de raportul Р / b. 
Tensiunile tangentiale ce se dezvoltă in punctele situate la mijlocul laturilor 
mici (fig. 9.25b) se calculează cu relația: 


Tmax 7 К, T max» (9.42) 
unde Kk; este de asemenea un coeficient ce depinde tot de raportul А / b. 
Expresia unghiului specific de torsiune este: 
xc аах. (9.43) 
GI, Gk hb 
unde G reprezintă modulul de elasticitate transversal iar 
IL =k hb? (9.44) 


este momentul de inerție la torsiune al secțiunii transversale, К; fiind tot un 
coeficient ce depinde de raportul h / b. 
Unghiul de torsiune se calculează cu relația 


M 
LE (9.45) 
G I, 
sau cu formula generală analoagă formulei (9.16): 
А 
М, 
= дх. 9.45 
7 | - (9.45) 
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Coeficientii К, Ку si ko se numesc coeficientii lui Saint — Venant. În tabelul 9.1 sunt 
date valorile acestor coeficienti in functie de raportul h / b. 


Tabelul 9.1 
Valorile coeficienţilor lui Saint — Venant 


1,75 | 2,00 


0,859 | 0,820 : 0,753 | 0, 0,743 | 0,74 


Din Tabelul 9.1 rezultă că, pentru valori mari ale raportului h / b, coeficienţii k și А; 
tind cátre valoarea de 1/3. Pentru astfel de cazuri relatia (9.40) devine: 
pus ив на (9.46) 
W, khb 1р hb 


Astfel, pentru bare cu pereţi subțiri având secţiunea arbitrară dar constantă їп 
lungul lor, tensinea їапдеп аа maximă are aceeași valoare ca și în cazul barelor 
de secţiune dreptunghiulară, ce au valori mari ale raportului h/b, tensiune 
tangenţială ce se calculează cu relația (9.46) — figura 9.26. 


Concluzionând cele prezentate mai sus, tensiunea tangentialáà maximă și unghiul 
specific de torsiune pentru o bară de secţiune oarecare solicitată la torsiune în 
domeniul elastic, se calculează cu relațiile: 


max W, ? 
go M. 
GI, 


unde expresiile pentru W; si /; sunt date în lucrările de specialitate, pentru diferite 
forme ale sectiunii transversale a barei solicitate la torsiune. 
Condiţia de rezistenţă devine: 
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М, < ЭР (9.47) 


unde 7, reprezintă valoarea admisibilă a tensiunii tangentiale pentru materialul din 
care este confecţionată bara solicitată la torsiune. 


Exemplu numeric 


Bara din oțel din figura 9.27 este încastrată la un capăt și solicitată la celălalt 
capăt de către un moment de torsiune concentrat Mo. Bara prezintă două porțiuni 
distincte: o porțiune cu secțiune dreptunghiulară (având laturile b și h) și o porțiune 
cu secțiune circulară de diametru d. Știind cá: b=10mm, h=15mm, d-25mm, 
G-8-10*MPa, /,21m, 4=0,5m, za=50MPa, să se determine: 

a) Valoarea maximă admisibilă a momentului de torsiune Mo; 
b) Unghiul de torsiune al secțiunii 1, 4. 


Fig. 9.27 


(a) Conform celor reprezentate în figura 9.27, momentul de torsiune — ca efort 
sectional este constant în lungul barei. Dat fiind faptul că bara are două porțiuni 
distincte va trebui ca momentul de torsiune capabil să fie calculat pentru fiecare 
porţiune distinctă a barei în parte (M; si My). În final, valoarea acceptată a 
momentului de torsiune va fi: 

M, = Mo = min(M,, M,) (9.48) 


Pentru porțiunea dreptunghiulară (7-2 


): 

M, М, 

Tmax — 2 S Tagy = 
W, khb 


M, = M, = k hb! т, = 0,231-15-107 -50 217325. N-mm =17,325 N-m. 


174 


Torsiunea 


Tmax — = 3 E Sf, > 
W, md zd 
16 
3 3 
М,=М, = = T, -Z2 50 = 153398 N- mm =153,398 N- m. 


Astfel, valoarea maximă admisibilă a momentului de torsiune aplicat Mo este: 
M, =M, =min(M,,M,)=17,325 N-m. 
(b) Unghiul de torsiune al secțiunii 7 este: 


м.“ M,,£; М, М, ё, 
+ Е + = 


= сэ Орж == = 
Pi = 091-5 t 2-8 GT, GI, Gk, hb? TL 
32 
3. . 3. 
E а 10° -1000 = 17,325 -10 ue SÖTT ad. 
8-10 -0,196 -15-10 47.25 
8-10 37 


9.3 ВАКЕ CU PERETI SUBTIRI SOLICITATE LA TORSIUNE 


Asa dupá cum s-a precizat in subcapitolele precedente metodele folosite in 
determinarea tensiunilor si deformatiilor pentru barele de sectiune necirculará 
solicitate la torsiune necesitá cunostiinte matematice avansate. Cu toate acestea 
însă, în cazul barelor cu pereţi subţiri solicitate la torsiune, este totuși posibilă 
găsirea unei metode relativ simple pentru o astfel de determinare a tensiunilor si 
deformatiilor. 


M, «ы 


Linia mijlocie 


a. b. 
Fig. 9.28 


Se consideră spre exemplu bara cu pereţi subțiri de secțiune necirculară din 
figura 9.28a, bară solicitată la torsiune de momentul М, In scopul determinării 
distribuţiei tensiunilor tangentiale pe secțiunea transversală curentă a barei cu 
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pereti subtiri din figura 9.28, se fac urmátoarele ipoteze: 

e grosimea f a peretelui barei este micá comparativ cu celelalte dimensiuni; 

e grosimea ta peretelui barei poate fi variabilă pe conturul barei dar este 
constantă în lungul acesteia, în lungul axei Ox; 

e forma secțiunii transversale curente a barei este arbitrară; 

e dat fiind faptul că grosimea peretelui barei este mică comparativ cu celelalte 
dimensiuni ale barei solicitate la torsiune, se poate admite ideea potrivit 
căreia tensiunile tangentiale sunt uniform distribuite pe grosimea peretelui, 
având însă o anumită variaţie în lungul conturului secţiunii transversale 
curente a barei torsionate; 

e cum peretele interior si cel exterior ai barei sunt suprafeţe libere, lipsite de 
sarcini, tensiunile ce se dezvoltă pe aceste suprafețe sunt zero. În felul 
acesta tensiunea tangenţială din orice punct al secțiunii transversale curente 
a barei este orientată după tangenta la linia mijlocie a grosimilor peretelui — 
figura 9.28a. Acest raționament este similar celui prezentat in figura 9.6. 


În scopul determinării legii de variaţie a tensiunii tangentiale de-a lungul liniei 
mijlocii a grosimilor peretelui barei torsionate, la nivelul secțiunii transversale 
curente, se detașează elementul de bară 121'2'aba'b' — figura 9.28b, element 
delimitat de două plane transversale situate la distanţa ах unul faţă de celălalt și de 
către alte două plane longitudinale, perpendiculare pe secțiunea transversală a 
barei, plane situate la distanţa ds unul faţă de celălalt (distanţă măsurată pe linia 
mijlocie a grosimilor peretelui). Dezvoltarea tensiunii tangentiale cz; la nivelul 
peretelui barei de grosime t;, în planul secţiunii tranversale a barei, determină 
apariția unei tensiuni tangentiale egale orientate în lungul barei (legea dualității 
tensiunilor tangentiale). Același lucru se întâmplă și la nivelul peretelui de grosime 
t nivel la care se dezvoltă tensiunea tangentialá г atât în planul secțiunii 
transversale cât și în lungul barei, (fig. 9.28b). Dat fiind faptul că elementul detașat 
din bară este în echilibru mecanic, din suma tuturor forțelor după direcţia Ox 
rezultă: 


Cum elementul reprezentat în figura 9.28b a fost ales arbitrar, rezultă că relaţia de 
mai sus rămâne valabilă pentru orice altă zonă a barei torsionate, semnificând 
faptul că produsul rt rămâne constant pe toată lungimea liniei mijlocii a grosimii 
peretelui barei. Produsul ct poartă numele de fluxul tensiunilor tangentiale. Rezultă 
așadar că, la nivelul punctelor unde grosimea peretelui este mică, tensiunea 
tangentialá are valori mari și invers. 

În scopul determinării relaţiei dintre tensiunea tangentialá și momentul de 
torsiune M, aplicat barei, se consideră un element din peretele barei, element de 
lungime ds, (fig. 9.29). Dat fiind faptul că lungimea acestui element este infinit mică 
(ds), se poate considera prin aproximaţie că grosimea peretelui rămâne 
neschimbată pe lungimea elementului, având o valoare constantă t. Forţa 
tangentialá elementară ce se dezvoltă la nivelul elementului considerat este dată 
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de produsul dintre tensiunea tangenţială г si aria tds a elementului, (fig. 9.29). Se 


poate scrie deci: 
M, e 


Fig. 9.29 


dF = тій. (9.50) 


Momentul dat de această forță elementară în raport cu un punct oarecare О situat 

pe axa barei, în planul secțiunii transversale ce conţine și respectivul element este: 
dM =dF -h=rthds. (9.51) 

Dat fiind faptul că momentul de torsiune M, aplicat la exteriorul barei reprezintă de 


fapt suma tuturor momentelor elementare date de relaţia (9.51), de-a lungul întregii 
secţiuni transversale, se poate scrie: 


M, =$AM =fdF-h=frthds. (9.52) 


Fluxul tensiunilor tangentiale rt fiind constant rezultă cá: 
M, =тіфһіѕ=т1.20, (9.53) 


unde О reprezintă aria mărginită de linia mijlocie a grosimilor, (fig. 9.30). Rezultă 
astfel că: 
= M, 
2017 


(9.54) 


relaţie cunoscută ín literatura de specialitate 
sub numele de prima formulá a lui Bredt. Їп 
această relaţie 1 reprezintă grosimea peretelui 
barei la nivelul unui anumit punct al secţiunii 
transversale iar O este mărimea precizată 
anterior, (fig. 9.30). Tensiunea tangentialà 
maximă Tmax se dezvoltă la nivelul punctelor 
secţiunii transversale unde grosimea Ё a 
Fig. 9.30 peretelui este minimă. Se poate scrie așadar: 


mE (9.55) 
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unde W, reprezintă modulul de rezistență la torsiune al barei. 
Condiţia de rezistenţă a barei devine: 
M 


Tmax — М, = sr (9.56) 
201 W, 


min 


unde т. reprezintă valoarea admisibilă a tensiunii tangentiale pentru materialul barei 
torsionate. 

Expresia unghiului de torsiune pentru o bară tubulară cu pereţi subțiri se 
poate obţine utilizând legea conservării energiei, potrivit căreia: /ucrul mecanic 
efectuat de către momentul de torsiune M, aplicat la exterior este egal cu energia 
de deformatie elastică acumulată de către bara solicitată la torsiune. Se consideră 
spre exemplu un element al barei din figura 9.28, de lungime infinit mică dx, 
element reprezentat în figura 9.31a. 


Fig. 9.31 


Se notează cu V volumul elementului de lungime dx. Lucrul mecanic elementar 
efectuat de către momentul de torsiune M, aplicat static, este: 


1 
dL- - M, de, (9.57) 


unde ар reprezintă unghiul de torsiune elementar (unghiul de torsiune 
corespunzátor elementului reprezentat in figura 9.31a). Pe de altá parte acest lucru 
mecanic este egal cu energia de deformatie elastică acumulată prin aplicarea 
statică a momentului de torsiune М; Asa cum s-a arătat si în capitolul precedent, 
energia specificá de deformatie elasticá pentru solicitarea de forfecare рига este 


datá de relatia: 
2 


= 

2G. 
Astfel, energia potenţială de deformatie elastică acumulată de către întregul 
element reprezentat în figura 9.31a este: 


D 


2: 

T 
U = (U, àv = [Z—av, 9.58 
| R 156 989) 
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unde С reprezintă modulul de elasticitate transversal iar dV volumul elementar al 
elementului reprezentat in figura 9.31a. Acest volum elementar a fost reprezentat 
separat si in figura 9.31b. Dat fiind faptul cá acest volum elementar are o lungime 
infinit micá ds, se poate considera prin aproximatie cá grosimea peretelui la acest 
nivel rămâne constantă și egală cu f, (fig.9.31b). Rezultă cà: 


dV -1-48-4х. (9.59) 
Se poate E 


dL- Т U = ELE Ludos [giro i dp= jd 


2G 2G 
1 5-1 M 1 1 
~M dp = фт —tdxds = — = . 
лш ЕЗ 26 hz 20" аа 
Se obtine: 
1 М?ах (1 
~M dọ = — - 9.60 
A T t SEM 
Expresia unghiului specific de torsiune este: 
do _ M M 
0- L=, 9.61 
dx BET: ds fous “4002 GI, ( ) 
flas 
t 
unde 
40? 
1525 js ; (9.62) 
t 


În calculul de mai sus s-a aplicat prima formulă a lui Bredt. Relația (9.61) reprezintă 
a doua formulă a lui Bredt. In cazul în care grosimea peretelui barei are o valoare 
constantă t, rezultă: 
2 2 2 
j 58 = 5 (9.63) 


ds 1 s 
оо 


5 reprezentând lungimea liniei mijlocii a grosimilor peretelui barei. 


Exemplu numeric 


De câte ori scade rezistența barei cu pereți subțiri din figura 9.32a dacă 
aceasta se taie longitudinal ca în figura 9.32b iar a=6t? 

Dat fiind faptul că ambele bare sunt solicitate de către același moment de 
torsiune M, rezistența acestora este determinată complet de către valoarea 
modulului de rezistenţă la torsiune W;. Pentru arborele din figura 9.32a se poate 
scrie: 
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t = 
t = 
constant 


a. 1 р. 
Fig. 9.32 


Ín cel de al doilea caz (fig. 9.32b) bara cu táieturá longitudinalá este de fapt o bará 
cu perete subțire de grosime constantă, pentru care tensiunea tangenţială maximă 
are aceeași valoare pe întregul său contur, această valoare fiind egală cu cea a 
unei bare de secțiune dreptunghiulară cu o valoare mare a raportului h/b. Са 
urmare, utilizând relaţia (9.46), se poate scrie: 


M, M; М, 34, 3M, M, 
2 ЦЭ lap) -4a 49 4611 8 
3 3 
Si astfel 
W, 3 
a 55-08 
W, 85 
2 


Си alte cuvinte, prin efectuarea tăieturii longitudinale rezistența barei scade de 9 
ori. 


PROBLEME PROPUSE 
P.9 


P.9.1 Arborele ABC din figura P.9.1 este încastrat la un capăt și solicitat la 
celălalt capăt de către un moment de torsiune M=Mo. Porțiunea AB, de secţiune 
pătratică, este confecționată din otel iar porțiunea BC, de secțiune circulară, este 
confecţionată din aluminiu. Știind са а=40тт, d-/0mm,  ta-otei- 100MPa, 
Taaluminiu= ОМРа să se determine valoarea maximă admisibilă a momentului de 
torsiune aplicat Ме. Se va neglija efectul de concentrare a tensiunilor. 
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Aluminiu 


Fig. P.9.1 


P.9.2. Arborele ABC din figura P.9.2 este încastrat la un capăt și solicitat ca 
în figură. Știind că /-0,5т, 4-90 MPa, Mo-1,5kN:m si G-8:10'MPa, să se traseze 
diagrama de momente de torsiune, sá se determine valoarea necesará a 
diametrului d precum si unghiul de torsiune al sectiunii A. 


Fig. P.9.2 Fig. P.9.3 


P.9.3 Arborele AB din figura P.9.3 este solicitat la torsiune de momentele 
concentrate Mo si 4М,. Știind cá /=0,6m, ta=100MPa, d-30mm și G-8-10^MPa: 
a. Sá se traseze diagrama de momente de torsiune; 
b. Sá se determine din conditia de rezistentá valoarea maximá admisibilá a 
momentului de torsiune Mo; 
c. Sá se determine valoarea unghiului de torsiune al sectiunii A. 


P.9.4 Arborele ABC din figura P.9.4 prezintă două porțiuni distincte, este 
încastrat la ambele capete și solicitat de către momentul de torsiune concentrat Mo. 
Să se determine valoarea maximă admisibilă a momentului de torsiune My dacă 
d-30mm și 7a=90MPa. Sá se determine de asemenea și valoarea unghiului de 
torsiune al secţiunii B dacă /=0,8m si G-8-10*MPa. 


181 


Rezistenţa materialelor — solicitări simple 


Fig. P.9.4 


P.9.5 Doi arbori, unul de secțiune circulară iar celălalt de secțiune pătratică 
sunt solicitati de către același moment de torsiune Mo (fig. 9.5). Sá se determine 
raportul dintre diametrul d si latura a astfel încât tensiunile tangentiale maxime ce 
se dezvoltă în cei doi arbori să aibă aceeași valoare. 


Fig. P.9.5 Fig. P.9.6 


P.9.6 Arborele din alamă din figura P.9.6 este încastrat la ambele capete și 
prezintă două porțiuni distincte (una de secțiune inelară si alta de secţiune 
circulară). Arborele este solicitat la torsiune de către un moment uniform distribuit m 
și un moment concentrat Mo=5m/. Știind că d-40mm, :4-80MPa, /-0,6m și 
6=3,9:10*МРа: 

а. Sá se determine reactiunile din încastrări; 

b. Sá se traseze diagrama de momente de torsiune; 

c. Sá se determine valoarea maximá admisibilá a momentului de torsiune m ín asa 
fel încât ín arbore să nu fie depășit ту. 

d. Sá se determine valoarea unghiului de torsiune dintre sectiunile transversale 1 si 
2. 
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P.9.7 Doi arbori tronconici sunt sudati in sectiunea B iar arborele astfel 
rezultat este íncastrat la ambele capete, (fig. P.9.7). Porțiunea AB este 
confecționată din aluminiu (za-A=75MPa si бд=2,6:1 O^MPa) ре când porțiunea BC 
este confecționată din alamă (za-Alama=90MPa și Сдьта=3,9:10*МРа). Știind că 
/=0,8m si Mo=2kNm: 

(a) Sá se determine reactiunile din cele două încastrări; 
(b) Să se traseze diagrama de momente de torsiune; 
(c) Să se determine valoarea necesară a diametrului d; 
(d) Să se determine unghiul de torsiune al secțiunii B. 


Aluminiu 


Aluminiu 


Fig. P.9.7 


P.9.8 Un arbore din oțel, de secțiune pătratică și o bară tubulară din aluminiu 
sunt încastrate la un capăt si solidarizate la celălalt capăt de o placă foarte rigidă, 
Fig. P.9.8. Să se determine valoarea maximă a momentului de torsiune My ce 
poate fi aplicat plăcii foarte rigide precum și unghiul de torsiune al secțiunii B dacă: 
Ga4/-2,6:10*MPa, Соњг=8:10*МРа, т.д=90МРа, za oţel=100MPa iar /=1,5m. 
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P.9.9 O bară tubulară cu pereți subțiri AB și secțiune transversală pătratică și 
o bară de aluminiu BC având secţiunea inelară sunt încastrate la un capăt și 
solidarizate la celălalt capăt prin intermediul unei plăci foarte rigide B, (fig. P.9.9). 
Sá se determine valoarea maximă a momentului de torsiune My ce poate fi aplicat 
barei AB în secţiunea 1 dacă: d=80mm, а=40тт, і=5тт, таоюг 100MPa, Ta- 
л=80МРа, Ga=2,6-10"MPa, Goj,-8-10'MPa si /-0,8т. Sá se determine de 
asemenea unghiul de torsiune al sectiunii B. 


P.9.10 O бага tronconicá din oțel ABC este încastrată la un capăt si susținută 
de două vergele 1 si 2 din oțel, (fig. P.9.10). Știind că d-30mm, та-ою”-90МРа, oa- 
ов 180MPa, d,=10mm, d-=16mm, Eoțe=2:1 0°МРа, Сою=8`1 0*MPa si /-1т, sá se 
determine valoarea maximá a momentului de torsiune Mo ce poate fi aplicat ín 
sectiunea B. 
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10. ÍNCOVOIEREA 


Se spune cá o bară este solicitată la încovoiere atunci când în secțiunea 
transversală curentă a sa se dezvoltă un moment încovoietor ca efort sectional. 
Bara solicitată la încovoiere se numește grindă. Încovoierea se poate clasifica după 
mai multe criterii: 


а) După poziţia în spaţiu a forțelor ce solicită grinda se pot deosebi: 
e încovoierea plană: când forțele ce acţionează asupra grinzii sunt situate 


în același plan, plan ce conţine atât axa longitudinală a grinzii cât și una 
dintre axele principale de inerție ale secţiunii transversale, (fig. 10.1); 


e încovoiere oblică: când forțele ce acţionează asupra grinzii sunt situate 
în același plan, plan ce conţine axa longitudinală a grinzii dar nu conţine 
nici una dintre axele principale de inerție ale secțiunii transversale, (fig. 
10.2); 


e încovoiere strâmbă: când forțele 
ce acționează asupra grinzii nu 
mai sunt situate în același plan 
dar suportul fiecăreia dintre 
acestea intersectează аха 
grinzii, (fig. 10.3). 


b) După tipul eforturilor sectionale 
ce se dezvoltă în secțiunea 
transversală curentă a grinzii se 
pot deosebi: 


Fig. 10.3 


e încovoiere pură: când efortul 
global din secțiunea curentă se reduce la o singură componentă și anume 
momentul încovoietor (constant ca valoare, direcţie și sens în lungul 
grinzii), forța tăietoare fiind egală cu zero (fig. 10.4a si fig. 10.4b / între 
punctele 1 si 2); 
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Р 


Cg 
Г 


Ра Ра 
b. 


Fig. 10.4 


• încovoiere simplă: сапа în secţiunea transversală curentă a grinzii 
momentul încovoietor М, ca efort sectional, este însoţit si de către forța 
tăietoare T, (fig. 10.4b — pe porțiunile А-7 si B-2). 


10.1 INCOVOIEREA PURÁ A BARELOR PRISMATICE 


În figura 10.4b s-a dat un exemplu de bară solicitată la incovoiere pură plană 
(pe porțiunea 1-2 a acesteia. În scopul deducerii relaţiilor de calcul în cazul 
încovoierii pure se fac următoarele ipoteze: 

e materialul barei este continuu, omogen, izotrop si elastic; 

e modulul de elasticitate longitudinal E la solicitarea de întindere este egal cu 

cel de la compresiune; 

e secţiunea transversală a grinzii este constantă în lungul sáu; 

e tensiunile din grindă nu depășesc limita de elasticitate, fiind valabilă legea lui 

Hooke; 

e solicitarea este de încovoiere pură plană; 

e este valabilă ipoteza lui Bernoulli. 

Din porțiunea 7-2 a grinzii menţionate se detașează un element infinit mic de 
lungime dx, (fig. 10.5). Elementul este delimitat prin două plane sectionale, 
perpendiculare pe аха grinzii (planele / si //) Sub acţiunea momentelor 
încovoietoare M;; elementul considerat va lua forma reprezentată în figura 10.5b, 
păstrându-și însă simetria în raport cu planul în care acţionează sarcinile exterioare 
P. Mai mult decât atât, dat fiind faptul că momentul încovoietor М,, ca efort 
sectional, are aceeași valoare în orice secțiune transversală a elementului de 
lungime dx, acesta din urmă se încovoaie uniform (fig. 10.5b). În felul acesta linia 
C”D”, spre exemplu, rezultată din intersecţia dintre planul superior al grinzii și planul 
sarcinilor P, va avea o curbură constantă. Cu alte cuvinte linia C'D”, initial dreaptă, 
se va transforma într-un arc de cerc cu centrul in O;, la fel ca și liniile CD și СТ" 

Pe de altă parte trebuie menţionat și faptul că, datorită acţiunii sarcinilor 
exterioare P, fibrele longitudinale ale elementului considerat de lungime dx își vor 
modifica lungimea: fibrele din partea superioară se scurtează pe când cele din 
partea inferioară se alungesc. Există însă o suprafaţă plană, paralelă cu feţele 
superioară și inferioară, ale cărei fibre longitudinale nu-și modifică lungimea. 
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Aceasta poartă numele de suprafață neutră, suprafaţă ce intersectează planul 
forțelor P după arcul de cerc CD, (fig. 10.5b). Arcul de cerc CD se numește axă 
neutră sau fibră neutră. 


Fig. 10.5 


Dat fiind faptul că fibrele longitudinale ale elementului de grindă considerat își 
modifică lungimile datorită solicitării de încovoiere se poate concluziona că, la 
nivelul fiecărei secţiuni transversale a grinzii, se vor dezvolta tensiuni normale o;. 

Revenind la elementul de grindă reprezentat în figura 10.50 se va nota cu do 
unghiul făcut de cele două plane sectionale / si // datorită solicitării de incovoiere iar 
cu p raza de curburá corespunzátoare axei neutre CD. Se va considera de 
asemenea o fibră longitudinală curentă C'D' situată la o distanţă oarecare y de аха 
neutră. Conform celor menţionate mai sus fibra neutră CD nu își va modifica 
lungimea în urma încovoierii, lungimea acesteia rămânând la valoarea dx unde: 


dx = pdg. (10.1) 


Pe de altă parte însă fibra longitudinală C'D' își va modifica lungimea cu cantitatea 
A(dx). Se poate astfel scrie: 
dx + A(dx)- (p^ y)do. (10.2) 


Rezultă cá 
pdp+ A(dx) = pdp+ ydo 
Sau 
A(dx)- ydg. (10.3) 
Deformatia specifică longitudinală e, a fibrei C'D' este 
P A Мах). уар y 
"ovg dx pde p 


(10.4) 
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Rezultă de aici că deformația specifică longitudinală г, variază liniar cu distanţa y 
până la axa neutră. Mai mult decât atât, aplicând legea lui Hooke se poate scrie 


c,-E:g, =, (10.5) 


unde E reprezintă modulul de 
elasticitate longitudinal al 
materialului grinzii. Relatia (10.5) 
demonstrează că, în domeniul 
elastic, tensiunile normale ce se 
dezvoltá pe sectiunea transversalá 
curentá a grinzii variazá liniar cu 
distanța până la suprafața neutră, 


(fig. 10.6). 

Invocánd relațiile dintre 
eforturile  secţionale si tensiuni У tracţiune 
(subcapitolul 4.4) se poate scrie: Fig. 10.6 


N - [cd4-02 [£*a4-0 2 P [ya4-0— 2.5, - 0 
4 аР P p 


= S, -0. (10.6) 


Rezultă astfel că axa Oz este аха centrală. 
М,-|о-244-0- 5 2a4-0S = [y za4- 0 £1, -0 
d ч Р О 1 p 


—L,-0. (10.7) 


Ca urmare axele Oz si Oy ale sectiunii transversale curente a grinzii sunt axe 
principale de inertie. 


E E E 
M; = [o:yd4— [A yd4= M, >Ż |y da- M, 1L =М„= 
1 ч P P 


1 M, 

p EL, (10.8) 
Relatia (10.8) (denumitá formula Euler-Bernoulli) reprezintá expresia curburii 
suprafeţei neutre a grinzii ca funcţie de momentul de încovoiere sectional М, 
modulul de elasticitate E si momentul de inertie axial /; al sectiunii transversale a 
grinzii, in raport cu axa faţă de care are loc încovoierea (prin curbură se înțelege 
raportul dintre unitate și raza de curbură p). 


Substituind în relaţia (10.5) 2 си M se poate scrie: 
p 


2 


1 M, M; 
0,-0-Ё-у--Ё-у-5 = у, 
p EL I 


188 


...ncovolerea , 


S-a obţinut în felul acesta expresia tensiunii normale о; ca funcţie de distanţa y față 
de axa neutră O; sub forma: 


= 8.5, (10.9) 


2 

relatie denumitá formula lui Navier. Se poate observa cá, їп punctele sectiunii 
transversale a grinzii situate deasupra axei neutre (y<0), tensiunile normale o; sunt 
negative în timp ce, în punctele situate sub axa neutră (y>0), tensiunile normale o; 
sunt pozitive, (fig. 10.7a). Acest lucru se întâmplă doar dacă momentul încovoietor 
М, este pozitiv (sensul momentului încovoietor ca vector este același cu cel al axei 
Oz). Dacă momentul încovoietor este negativ atunci tensiunile normale o; își 
inversează semnul, (fig. 10.7b). 


Fig. 10.7 


Din relaţia (10.9) rezultă că tensiunile normale maxime se dezvoltă în punctele 
secţiunii transversale curente a grinzii situate la distanța maximă y faţă de аха 
neutră. Se poate scrie: 


O _ Mi 22, M, _M, 
max L Утах I, W. , 


2 


(10.10) 


Ymax 


I ; "P ; А 
unde W, = —2— se numește modulul de rezistență la íncovoiere în raport cu аха 
Ymax 


Oz. 
Condiția de rezistență devine: 


Oas = inar cg. (10.11) 
W. 


2 


unde o; reprezintă valoarea admisibilă a tensiunii normale aferentă materialului 
grinzii. 
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Modulul de rezistenţă la încovoiere depinde de forma și dimensiunile secţiunii 


transversale: 
e pentru secţiunea dreptunghiulară (fig. 10.8): 


Р. 
jode ЖЭ o (10.12) 
Ymax h 6 
2 


e pentru secțiunea circulară (fig. 10.9): 


ла! | 
ТЭ це (10.13) 
Ymax d 32 
2 


Fig. 10.9 


e pentru secţiunea inelară (fig. 10.10): 


лр" ла! 

w- -64 64 
i Ymax D 
2 
tia) 

64 D лр) 4 
„сы гэн. 1-4) (10.14) 
Fig. 10.10 2 


unde raportul d/D a fost notat cu c. 


Notă. 
Datorită unui număr de aplicaţii relativ mic cu privire la încovoierea pură nu se 


justifică studiul relativ complex de mai sus în această privinţă. Cu toate acestea 
însă trebuie menţionat faptul că rezultatele obţinute pot fi aplicate și încovoierii 
simple sau altor tipuri de solicitări, un exemplu în acest sens fiind dat în cele ce 


urmează. 
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Exemplu numeric 


О grindá din otel, avánd sectiunea transversalá prezentatá їп figura 10.11, 
este solicitată de mai multe sarcini exterioare. Cunoscând valoarea tensiunii 
normale admisibile с„=150МРа: 

a) Sá se traseze diagramele de forte tăietoare și momente încovoietoare; 

b) Sá se determine lz si Wz; 

c) Sá se calculeze valoarea minimă a dimensiunii b care să confere 

rezistență grinzii. 


2m 
41 
iE 
Dn 
ELA 
nee 37 


(T) 
[kN] 


Fig. 10.11 


a) În vederea trasárii diagramelor de forte táietoare si momente încovoietoare 
se calculează în prealabil valorile reactiunilor utilizând ecuaţiile de echilibru static: 


Ум, -0-»10-2-20-30-2-8-4-4-20-1Ү,:8-0: 
=> Y, =21 ЕМ. 

Ум, -0-»10-10-Ү,:8-20-30-6-8-4-4-20-0: 
>Y; = 51 К. 


Cu aceste valori ale reactiunilor s-au trasat diagramele din figura 10.11. 


b) Momentul de inertie axial їп raport cu аха Oz si respectiv modulul de 
rezistenţă la încovoiere sunt: 


b 4 
3 7 8 4 
pone UU аравхан к. 
12 64 Ymax 


c) Valoarea maximă a tensiunii normale este 
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M; 
O = IMAX — 


wt oW, 0,666 - D? 


6 
523 с = 97mm . 
0,666 - 150 


Este important de menţionat faptul că relaţia (10.9) a fost dedusă în condiţia în care 
grinda are o secţiune constantă în lungul său. Dar, conform și celor prezentate în 
capitolele 6 și 9, pentru grinzi cu secțiunea variabilă formula lui Navier îşi pierde 
valabilitatea, apărând problema 
concentratorilor de tensiune. 
Spre exemplu, dacă la o grindă 
secţiunea transversală are o 
variație bruscă de geometrie 
(fig. 10.12) aceasta уа 
reprezenta un concentrator de 
tensiune, valoarea tensiunilor 
normale Іа acest nivel 
depășind valoarea tensiunii 
nominale calculate cu formula Fig. 10.12 

lui Navier. Raportul dintre 

tensiunea normală maximă reală (oa) și tensiunea normală maximă calculată cu 
relaţia (10.10) - (булах) poartă numele de factor de concentrare a tensiunilor: 


6 
с. <o, =150МРа, 


rezultând de aici că 


! 


q, = Стах (10.15) 


Om ax 


În literatura de specialitate factorul de concentrare a tensiunilor se dă sub formă 
tabelară sau grafică pentru diferitele cazuri concrete de geometrie a grinzii. 
Valoarea reală a tensiunii normale maxime la nivelul secțiunii transversale critice a 
grinzii se poate scrie sub forma: 


, шен 
O max — Ak ` Omax’ 


unde будах se calculează cu relaţia lui Navier. 


10.2 TENSIUNI TANGENTIALE ÍN GRINZI SOLICITATE LA ÍNCOVOIERE 
SIMPLÁ PLANÁ 


Se consideră o grindă dreaptă având un plan de simetrie vertical, grindă 
solicitată la încovoiere simplă plană. Aceasta înseamnă că, la nivelul secțiunii 
transversale curente а grinzii, momentul încovoietor (Miz sau My) este însoţit de 
forța táietoare (T, sau Tz) — figura 10.13. Datorită existenţei unei forte tăietoare pe 
secţiunea grinzii, la nivelul fiecărui element de arie infinit mică dA, pe lângă 
tensiunile normale o; se vor dezvolta si tensiuni tangentiale 7. Se poate demonstra 
faptul că, cu excepţia unor anumite puncte particulare ale secțiunii transversale a 
grinzii, direcţia tensiunilor tangentiale т (având componentele ту, și 7,7) nu se poate 
determina doar prin metodele Rezistenței materialelor. 
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Fig. 10.13 


Fie spre exemplu elementul de grindă abcda'b'c'd' din figura 10.13b, element 
reprezentat separat in figura 10.14. Se presupune 
că într-un punct oarecare B, situat pe conturul 
secțiunii transversale а  grinzii, tensiunea 
tangentialà т ce se dezvoltă are о direcție 
oarecare. Această tensiune tangentialá se poate 
însă descompune în două componente т; Si т», 
conform reprezentării din figura 10.14. Pe de altă 
parte se stie faptul că, din legea dualității 
tensiunilor tangentiale, prezenţa lui 7, pe secțiunea 
transversală a grinzii va conduce la dezvoltarea Fig. 10.14 

unei tensiuni tangentiale ту în lungul grinzii, cele două tensiuni tangentiale fiind 
egale în modul si perpendiculare între ele. Cum fata aba'b' a elementului de grindă 
considerat este lipsită de sarcini tensiunile de pe această față sunt nule. Rezultă 
așadar că 


тг=0 (10.16) 
si in final 
7,7140. (10.17) 


Cum componenta т; a lui т este nulă rezultă că la nivelul tuturor punctelor situate 
pe circumferința secţiunii transversale a grinzii (de tipul punctului B) tensiunea 
tangentialà este orientată după tangenta la circumferință. 

Revenind acum la secţiunea transversală curentă a grinzii reprezentate în 
figura 10.13a, si conform celor menţionate anterior, efortul global este reprezentat 
prin două componente: momentul încovoietor M; și forța tăietoare T,. Dat fiind 
faptul că efectul prezenţei lui Miz pe secțiunea transversală a grinzii a fost deja 
studiat (relaţia lui Navier) în cele ce urmează analiza se va concentra asupra 


193 


„Rezistenta materialelor — solicitări simple . 


prezenţei forței tăietoare 7, forță datorită căreia se vor dezvolta tensiuni tangentiale 
7. În acest sens se consideră un segment 
oarecare mn, paralel cu axa neutră Oz, segment 
situat la distanța y de aceasta, (fig. 10.15). Așa 
după cum s-a demonstrat anterior în punctele m 
și n tensiunea їапдеп аа c este tangentă la 
circumferință. Pe de altă parte, datorită simetriei 
secţiunii transversale a grinzii în raport cu axa 
Oy, tangentele din punctele m si n se vor 
intersecta in punctul О, situat pe аха Oy, (fig. 
10.15). Їп contextul celor precizate se vor 
introduce douá ipoteze cunoscute ín literatura 
de specialitate sub numele de ipotezele lui 
Juranski: 

e pentru orice punct m, situat pe 
segmentul mn direcția tensiunii 
tangentiale trece prin punctul O;; 

e tensiunea tangenţială гт, are о 
valoare constantă în toate punctele 
situate pe segmentul mn. Această 
valoare depinde doar de distanța y Fig. 10.15 
până la axa neutră Oz. 

Din figura 10.15 se obţine: 


TUN 
sp = =) > e (m) = e (m) tgo. (10.18) 
Ty 0m) 
Ín punctul C al secţiunii transversale, punct pentru care unghiul р;=0, se poate scrie 
г..(С)= c, (C)- tgo = 7, (C): 0-0. (10.19) 


Fig. 10.16 


Cu alte cuvinte componenta zxz a tensiunii tangentiale r din orice punct situat pe 
segmentul mn se poate exprima ca funcţie de љу. Problema s-a redus așadar la 
determinarea legăturii matematice dintre componenta 7, a tensiunii tangentiale si 
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forța táietoare Т,, la nivelul tuturor punctelor secțiunii transversale a grinzii solicitate 
la încovoiere simplă plană. Acest lucru se va aborda în cele ce urmează. 

Din grinda din figura 10.13 se detașează un element de lungime infinit mică 
dx, element obținut prin sectionarea grinzii cu două plane perpendiculare pe axa 
acesteia (S; și 55) — figura 10.16. Acest element se mai sectioneazá si printr-un 
plan longitudinal paralel cu planul zOx și care trece printr-un segment oarecare mn 
al secțiunii transversale a grinzii (analog celui din figura 10.15). Acest plan 
longitudinal mnm'n' este deci paralel cu suprafața neutră a grinzii (fig. 10.16b). Se 
va retine doar partea de jos a segmentului aflată sub planul sectional longitudinal 
mnm'n'. Se notează cu А; aria suprafeţei mnq (arie ce rămâne constantă în lungul 
axei Ox) iar prin b lăţimea grinzii la distanţa y de axa neutră Oz. În conformitate cu 
cele reprezentate în figigura 10.16b, la nivelul secțiunii transversale a grinzii S; se 
dezvoltă eforturile sectionale ММ, si T, pe când la nivelul secțiunii transversale 
S, eforturile sectionale sunt M;*dM; si Ту. Partea de segment mnqm'n'q' reţinută 
este solicitatá de cátre: 

e tensiunile tangentiale ту, ce se dezvoltă la nivelul punctelor sectionale situate 
pe segmentul mn, tensiuni tangentiale însoţite de tensiunile т, din planul 
longitudinal mnm'n;; 

e tensiunile normale o ce se dezvoltă la nivelul fiecărui punct al suprafeţelor 
sectionale mnq și 07110), suprafeţe de arie A;. 

Expresia forței axiale N, aferentă întregii suprafeţe mnq de arie A, se scrie sub 
forma: 


acl 22180, (10.20) 
1 1 


2 


М,- [edA- | iyd 4- 7L [у4А= 
A, 4, 2 A 


2 


unde S; reprezintă momentul static al suprafeţei de arie A, în raport cu axa neutră 
Oz, iar /; este momentul de inerție axial al întregii secțiuni transversale a grinzii, în 
raport cu axa neutră. Datorită variaţiei momentului încovoietor în lungul grinzii (d Mj), 
la nivelul secţiunii transversale S;, forța axială corespunzătoare suprafeţei m'n'q 
devine: 


7 


(M; * àM;): S, 
1 : 


2 
Ecuatia de echilibru de forte pentru elementul mngm'n'q”, în lungul axei Ox, se scrie 
sub forma: 


ба dM S, "Бах is, -0. 


Este de notat cá: 
e 7,б:4Х reprezintă forța ахаа dezvoltată de către tensiunile 
tangentiale ту; pe suprafața elementară de lățime b și lungime infinit 
mică dx; 
e dM, reprezintă variația momentului încovoietor M; pe distanța dx, în 
lungul grinzii. 
Se poate deci scrie: 
Ма; зов: T duc S. 20— 
I I d 1 Е 


2 2 2 
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dM,;:S ам; S 
T. bdx-2——À—À " Leere 
1, "o dx 54, 
T,- S 
Tax = -— 
i 5-1, 


Cu alte cuvinte, expresia tensiunii tangentiale zy, pe secțiunea transversală a 
grinzii si în orice punct situat pe segmentul mn aflat la distanţa y Тай de axa neutră 
Oz, este: 


22200 ( formula lui Jurawski), (10.22) 
5-1, 
unde mărimile implicate reprezintă: 
e T, :forta táietoare la nivelul secţiunii transversale a grinzii; 
e b : lăţimea secțiunii grinzii la nivelul punctelor pentru care se 
calculează valoarea tensiunii tangentiale ту; 
e |,  : momentul de inerție axial al întregii secțiuni a grinzii, în raport cu 
axa neutră Oz; 
e 5, : momentul static în raport cu axa Oz al suprafeței care lunecá 
(suprafața sectionalá situată deasupra sau dedesuptul nivelului mn 
pentru ale cărui puncte se calculează tensiunea tangentialà rxz. 


Fig. 10.17 


Este important de menţionat faptul că tensiunile tangentiale 7, (ce depind de 
mărimile din relaţia (10.22)) sunt b 
insotite intotdeauna de 
tensiunile tangentiale т„ се 
acţionează їп lungul  grinzii, 
tensiuni care tind să foarfece 
grinda după O direcție = 3 
longitudinală (fig. 10.17a). Cu хутах 2 
alte cuvinte, la fiecare astfel de 
nivel, există о tendință de 
lunecare longitudinală reciprocă 
(fig. 10.17b). 


Fig. 10.18 
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SECTIUNI DREPTUNGHIULARE 


Distribuţia tensiunilor tangentiale tą, pe o secţiune dreptunghiulară se poate 
trasa ușor utilizând formula (10.22) — figura 10.18. În acest scop se va determina 
valoarea tensiunii tangentiale la nivelul unui segment curent mn, situat la distanţa y; 
fată de axa neutră, iar apoi se va trasa graficul tensiunii tangentiale pe întreaga 
înălțime a dreptunghiului, de fapt funcţia zy, = ъу(у;). Astfel, pentru punctele 
sectionale aparținând segmentului curent mn (fig. 10.18) se poate scrie: 


: _ уызы ques. 
US bL bl 


12 12 
2 6т{ л ә 
ъа n 
Rezultă așadar că 
ST|h > 
Ty -8(5-» [КУ (10.23) 


Ca urmare, pe înălțimea suprafeţei dreptunghiulare tensiunea tangentialá 7, are o 
variație parabolicá. Tensiunea tangenţială maximă se dezvoltă în punctele situate 
ре axa neutră Oz, tensiune a cărei valoare se poate obţine făcând în (10.23) у;=0. 
Rezultă: 


6T h 3T 3T 
b) 4 2bh 2A 
S-a obtinut astfel cá valoarea maximá a tensiunii tangentiale pentru punctele 
situate pe axa neutră Oz (o valoare maximă globală pe secţiune) este 

3 Т 

(ЭЙР чин 

2 A 


(10.24) 


unde А  reprezintá апа 
sectiunii dreptunghiulare 
(A-b:h) Си alte cuvinte 
tensiunea tangentialá maximá 
realá este cu 50% mai mare 
decât tensiunea tangentialà 
medie. 

Mai trebuie notat și 
faptul cá, pentru у;=+ h/2, 
tensiunile tengentiale ст, au y 
valoarea zero. Fig. 10.19 
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SECȚIUNI CIRCULARE 


Într-un mod asemănător se poate obţine si distribuția tensiunilor tangentiale 
xy ре o suprafaţă circulară. În acest sens se va calcula și aici valoarea tensiunii 
tangentiale la nivelul punctelor situate pe segmentul curent mn, aflat la distanţa y; 
fată de axa neutră, urmând apoi să se reprezinte variaţia tensiunii tangentiale pe 
întreaga înălțime a suprafeţei circulare ca funcţie de y4. 

Pentru a simplifica calculul, mai întâi se va determina expresia momentului 
static al suprafeţei de arie A, situată sub nivelul segmentului curent mn (suprafața 
hașurată din figura 10.19), în raport cu axa neutră Oz și ca funcţie de distanţa уу: 


5.01) 


тэг (10.25) 


А 


1 


Dacă elementul de arie dA se va alege sub forma unei fâșii orizontale foarte 
înguste (fig. 10.19), integrala dublă (10.25) se va transforma intr-o integrală simplă: 


PUES 
dA = b,dy -24r^ — y^ dy, 


unde r reprezintă raza suprafeţei circulare. Rezultă așadar cá: 


r r 4 
8)» [уал = [2]? -y?ay - 2) 4? у = 
Yi 


А, Л 
--248-ир 5 е у). 


Cu această expresie а lui S;(y;) expresia tensiunii tangentiale 7,, devine: 


3 
т o s 
HEN bl 3 
7 7 2 122 Зар, = 
(d=2r) 
expresie ce se poate reduce la forma 
4 T y 


unde A reprezintă aria întregii suprafețe circulare. 

S-a obținut astfel că tensiunea tangentialà ту, are tot o variaţie parabolicá pe 
înălțimea suprafeţei circulare. Tensiunea tangentțială maximă se dezvoltă tot în 
punctele situate pe axa neutră Oz, valoarea acesteia putându-se obține făcând în 
(10.26) у;=0. Rezultă: 


Е 
[N 


tonus O E "t (10.27) 
Ca urmare, tensiunea ї(апдепиаа maximă pe secţiunea circulară a unei grinzi are o 
valoare cu 33% mai mare decât valoarea medie. Și în acest caz se poate constata 


faptul că pentru у;=+ r tensiunea tangentialá 7,=0 (fig. 10.19). 
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10.3 ÎMPIEDICAREA  LUNECĂRII LONGITUDINALE ЇМ CAZUL 
GRINZILOR CU SECȚIUNE COMPUSĂ 


În cazul grinzilor cu deschideri mari sau al celor supuse unor sarcini de 
intensitate mare este necesar ca modul de rezistenţă la încovoiere să aibă valori 
semnificative. Pentru foarte multe astfel de cazuri se aleg secţiuni compuse. Spre 
exemplu, dacă o grindă solicitată la încovoiere este compusă din două grinzi 
suprapuse (7 și 2) efectul încovoierii produse de acţiunea forței P este cel 
reprezentat în figura 10.20. 


p 


Fig. 10.20 


Їй conformitate cu cele prezentate in subcapitolul precedent, cele douá grinzi 
suprapuse din figura 10.20 vor tinde să lunece reciproc iar rezistenţa totală a grinzii 
compuse va fi dată de suma rezistentelor fiecăreia dintre cele două grinzi 
suprapuse. Din acest motiv rezistenta grinzii compuse va fi mult mai micá decát in 
cazul în care aceasta era confecţionată dintr-o singură bucată, de dimensiuni 
echivalente. 

În scopul creșterii valorii rezistenţei grinzii din figura 10.20 grinzile 
componente 7 și 2 vor fi solidarizate prin intermediul unor nituri sau bolturi. Aceste 
elemente de îmbinare vor împiedica lunecarea longitudinală reciprocă a grinzilor 
componente 7 și 2 în momentul încovoierii (fig. 10.21). Grinda astfel solidarizată se 
va comporta ca si o grindă dintr-o singură bucată si de aceleași dimensiuni, 
rezistența acesteia la încovoiere crescând considerabil faţă de situația din figura 
10.20. 


P 


Fig. 10.21 


Pe de altă parte, niturile sau bolturile ce împiedică lunecarea longitudinală 
vor fi solicitate la forfecare, chiar la nivelul la care s-ar fi produs lunecarea 
elementelor 7 și 2. Este important de specificat că această tendinţă de lunecare 
longitudinală există chiar dacă grinda solicitată la încovoiere este dintr-o singură 
bucată. Acest lucru se explică prin existența tensiunilor tangentiale 7, aferente 
solicitării de încovoiere simplă, în conformitate cu cele prezentate în subcapitolul 
10.2. 


Exemplu numeric 


Grinda compusă din figura 10.22 este asamblată prin sudură discontinuă și 
este solicitată de o forță uniform distribuită q-42kN/m si de alte trei forte 
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concentrate Р -420КМ. Cunoscând valoarea grosimii cordonului de sudură a- 7mm, 
lungimea sudurilor c=100mm și valoarea admisibilă a tensiunii tangentiale pentru 
materialul sudurii z,280MPa: 


D q P 


[zi ei eronat АШАА m TOTUM 
"Ime 210 ЇЕ 


ІС 
A d 


ji 


420 


Vedere lateralá 


Fig. 10.22 


a) Sá se traseze diagramele de forte táietoare si momente încovoietoare; 

b) Sá se calculeze 1, si W; pentru secțiunea grinzii, 

c) Să se determine valorile maxime ale tensiunilor normale si tangentiale (oj. 
și Tmax); 

d) Să se determine valoarea necesară a lungimii de dispunere a sudurilor e ín 
așa fel încât grinda să reziste la încovoiere; 

e) Sá se traseze diagramele tensiunii normale si tangentiale pe sectiunea 
Danga 

f) Sá se calculeze valorile tensiunilor normale principale о; si o» în punctul К al 
secțiunii 2°®°Р@, 


Rezolvare 


a. Diagramele de forte tăietoare și momente încovoietoare au fost trasate în 
figura 10.22. 

b. În calculul mărimilor /, și W; se vor neglija ariile suprafeţelor aferente 
cordoanelor de sudură. Rezultă că: 


3 3 
І, = 240-20 102.20.240 ,24,109:800 ордо лот“ 
12 12 
8 
У, = же аНЫ = 48,57 -10? mm? 
Унэн 420 


c. Tensiunea normalá maximá este: 
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735.106 


М тах — =151,32МРа. 


тах m 
W. 


22 5 
н 48,57 -10 


Tensiunea tangentialà maximă se dezvoltă la nivelul suprafeţei neutre a grinzii (axa 
Oz), în secţiunea transversală unde forța tăietoare are valoare maximă. Din relația 
lui Juravski rezultă: 


3 
d Trax’ Sz _ 462 -10%[20 -240 -410 +400 10-200] _ 62,68 MPa. 
5-1, 10 - 20,40 -10° 
d. Cordoanele de sudurá sunt supuse actiunii fortelor de forfecare longitudinale, 


forte ce sunt consecinţa directă a existenței tensiunilor tangentiale ту, ce se 
dezvoltă în planele longitudinale la nivelurile mn sau т'п' — figura 10.22. După cum 
s-a mai precizat, tensiunile tangentiale longitudinale 7, = т, se calculează cu 
relatia lui Juravski: 
pom к 
ух W i 
b.I, 


Ín scopul realizárii unui calcul acoperitor se vor alege: 


T =T ax =462-10°N; 
b = bin 


I, -20,40-105 mm“; 
5,-20-240-410 mm^. 


= 10 mm ; 


Două cordoane de sudură (sudurile dreapta și stânga sus, spre exemplu) vor trebui 
să acopere forța de forfecare longitudinală ce se dezvoltă la nivelul unei suprafeţe 
dreptunghiulare de dimensiuni b:e. Această forță se obţine prin înmulţirea tensiunii 
tangentiale zy, cu aria b-e: 


PT pete 


(10.28) 


Pe de altă parte, această forță longitudinală trebuie preluată de către două 
cordoane de sudură de lungime c. Se poate astfel scrie că 


d a us 
Т, 
din care rezultă în final 
e-216mm. 
e. Distribuţia tensiunilor normale si tangentiale pe secțiunea 279"? se poate 


obtine utilizánd relatiile lui Navier si Juravski. Rezultatele sunt prezentate in cele de 
mai jos. 
La nivelul punctului К (fig. 10.22) se dezvoltă două tipuri de tensiuni: 
e o tensiune normală o = оу, perpendiculară pe secţiune în punctul К; 
e o tensiune їапдеп ай ту, ce acţionează în planul secțiunii transversale а 
grinzii, având aceeași valoare pentru toate punctele secţiunii aparţinând 
segmentului т”п” — figura 10.22. 
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Fig. 10.23 


Tensiunile principale din punctul К, pentru secţiunea 22299 sunt: 


unde 


Se poate scrie: 


Rezultă că 


și în final: 


ОО 
INN SER 
oy-0 
М, 735-10° 
с„(К)=——— у= :{—410 )= –147 72 MPa; 
(D= 73549-1009 10) 

г (к- LS: _ 210 10 (10-240-415) op Мр. 
ci 5-1, 240 - 20,40 -108 ' | 
0,57 LEES (-147,72) -4-0,422 

| 2 2 


с; = 0,00119 MPa ; 
o, = —147,721 MPa. 


10.4 GRINDA DE EGALĂ REZISTENȚĂ LA ÍNCOVOIERE 


Întreaga problematică de până acum, cu referire directă la solicitarea de 


Fig. 10.24 


€ o _ 
EM A E 
DENT шин" 


cR 

incovoiere, a fost prezentată luând în studiu 
grinzi prismatice de secţiune constantă. 
Dacă momentul încovoietor aplicat este 
constant în lungul unei astfel de grinzi, 


tensiunile ce se dezvoltă în orice secțiune 
transversală a grinzii vor avea aceeași 
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valoare (fig. 10.24). Dat fiind faptul cá, condiţia de rezistenţă se scrie sub forma: 
Omax< Oa 


(unde o; reprezintă valoarea admisibilă a tensiunii normale pentru materialul grinzii) 
rezultă că, pentru grinda din figura 10.24, această condiţie este îndeplinită în egală 
măsură pentru fiecare secțiune transversală. 


Secţiunea critică 


Secţiunea 4 


Secțiunea 3 


Secțiunea 2 


Fig. 10.25 


Secţiunea 1 


Dacă însă momentul încovoietor aplicat are o 
anumită variaţie în lungul grinzii condiţia de 
rezistență trebuie impusă în secțiunea 
transversală ín care valoarea tensiunii 
normale maxime este cea mai mare (fig. 
10.25). În felul acesta însă, pentru toate celelalte secţiuni transversale ale grinzii, 
tensiunile normale ce se dezvoltă ca urmare a solicitării de incovoiere vor fi mai 
mici sau chiar mult mai mici decât tensiunea admisibilă o4. Cu alte cuvinte, în cea 
mai mare parte a sa, grinda este supradimensionată, cu un consum de material 
nejustificat. Acest lucru a condus la conceptul de grindă de egală rezistență la 
încovoiere, grindă la care tensiunea normală maximă are aceeași valoare în orice 
secţiune transversală și care, în acest fel, conduce la economii importante de 
material. Introducerea conceptului de grindă de egală rezistență se face prin 
renunţarea la grinzile de formă prismatică și înlocuirea acestora cu grinzi având 
secţiunea variabilă. 

Din punct de vedere matematic, pentru proiectarea unei grinzi de egală 
rezistenţă la încovoiere, va trebui ca modulele de rezistență la incovoiere W; sau 
W, să aibă o anumită variaţie în lungul grinzii (W= Wx) sau W,= W,(x)), în asa fel 
încât, în fiecare secţiune transversală a grinzii, să fie îndeplinită condiţia: 


M)... (10.29) 
W.(x) 
Rezultă că funcția W;- W;(x) este de forma 
y, (х)= М). (10.30) 
O 


a 
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Dacă se cunosc legea de variaţie a 
momentului încovoietor ca funcţie de х 
Fig. 10.26 (M=M;(X)) si valoarea admisibilă a tensiunii 
normale o4 se va putea obține geometria 
grinzii care să conducă la îndeplinirea condiţiei de egală rezistenţă la incovoiere. 
Revenind la grinda din figura 10.25, grindă reprezentată simplificat în figura 
10.26, se observă faptul că momentul încovoietor ca funcţie de x este: 


IM=P:x. 


Pentru a găsi forma geometrică ce să confere unei astfel de grinzi egală rezistenţă 
la incovoiere se practică în general două metode: 
e se menţine constantă lățimea b a grinzii și se variază înălțimea h a 
acesteia; 
e se menţine constantă înălțimea h a grinzii si se variază lăţimea b a 
acesteia. 
În primul caz (fig. 10.26), condiţia de rezistenţă pentru fiecare secțiune transversală 
a grinzii se scrie sub forma: 


_ М, (х) 
Ona у. o 
W.(x) 
Rezultă cá 
2 
iy x b h*(x) 
: 6 
si in final 


iis ү. (10.31) 


Așadar, la grinda de egală rezistenţă la incovoiere, de lăţime constantă, înălțimea h 
a secțiunii transversale curente are o variaţie parabolică în lungul grinzii. Forma 
geometrică a unei astfel de grinzi a fost reprezentată în figura 10.26. Pe de altă 
parte însă trebuie observat faptul că, în imediata vecinătate a punctului de aplicaţie 
al forței P, secțiunea transversală se diminuează în exces și, în felul acesta, 
UN a L MC 7, ( A: aria secțiunii transversale 
24 2A 
а grinzii; za: valoarea admisibilă a tensiunii tangentiale pentru materialul grinzii) nu 
va mai fi îndeplinită. Din acest motiv, pe o anumită lungime x; a grinzii, se va alege 


condiția de rezistenţă la forfecare т 
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о secţiune transversală dreptunghiulară constantă care să confere si acestei 
porțiuni de grindă rezistenţa necesară la forfecare, (fig. 10.26). Se notează cu yo 
înălțimea grinzii pe această porțiune. Condiţia de rezistenţă la forfecare se poate 
scrie sub forma 


3T 3 P 
Tmax A 17 X — T 
2А 25», 
de unde rezultà са 
ЗР 6Р-х 
= = р 2 0 
Yo 2b.c (х) D 


Ín acest fel, valoarea lungimii xo este 


9p? _SP:x 2. 9P^ bo, ЗР-о, 
42.72 bo, ^ 4b. 6P 8342. 


a 


Ín concluzie, o grindá de egalá rezistentá la incovoiere, avánd látimea constantá si 
înălțimea variabilă, prezintă o secțiune constantă 
b pe o anumită lungime xo, urmând apoi o variaţie 
pP parabolicá pe înălțime, conform reprezentării din 
figura 10.26. În raport cu o grindă prismatică, o 
astfel de grindă de egală rezistență la încovoiere 
conduce la o economie de material de 30% fig. 
10.27). Volumul acestei grinzi de egală rezistență 

ыг 


5 


2 
Fig. 10.27 шан 3 46. 


Ín cel de al doilea caz, pentru grinda de egalá rezistentá la incovoiere avánd 
înălțimea constantă si lăţimea variabilă, pentru deducerea legii de variație a látimii 
secţiunii tansversale se va aplica același raţionament ca și în cazul precedent (Fig. 
10.28). Condiţia de rezistenţă în orice secțiune transversală este 


1: 


Fig. 10.28 
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. . 2 
wor) | 


а 


de unde rezultá cá legea de variatie a látimii grinzii este de forma 


Ме, (10.32) 


ni 
ho, 


Din relatia (10.32) rezultá o variatie liniará a látimii grinzii ca functie de x. Forma 
geometrică a unei astfel de grinzi de egală rezistenţă la încovoiere este 
reprezentată în figura 10.28. Pe de altă parte, ca și în cazul precedent, în imediata 
vecinătate a forței P va trebui îndeplinită și condiţia de rezistenţă la forfecare: 
3T 3 P 
Ттах ^A у л — Tas 
2А 2h-b 
de unde rezultă cá 
2h, k-o, 


a 


b 


Lungimea pe care grinda are sectiunea transversalá constantá este 
2 
AP hko, mm, 


(2h, 6P 4 


Xx 


În concluzie, o grindă de egală rezistenţă la 
încovoiere, având lățimea variabilă 5 
înălțimea constantă, prezintă o secțiune 
constantă pe o anumită lungime x4, urmând 
apoi o variaţie liniară ре lățime, conform 
reprezentării din figura 10.28. În raport cu o 
grindă prismatică, o astfel de grindă de egală 
rezistență la  încovoiere conduce la о 
economie de material de 50% (fig. 10.29). 
Volumul acestei grinzi de egală rezistență 


Fig. 10.29 


este 
V = айа, 
2 


10.5 ÎNCOVOIEREA OBLICĂ 


Se spune că o grindă este solicitată la încovoiere oblică atunci când, în orice 
secţiune transversală curentă a sa, efortul global este reprezentat printr-o singură 
componentă — vectorul moment încovoietor, care nu este orientat după nici una 
dintre axele principale de inerție ale secțiunii (fig. 10.30). 


STAREA DE TENSIUNE LA ÎNCOVOIERE OBLICĂ 


Se consideră o gridă dreaptă, de secțiune constantă, solicitată la încovoiere 
oblică. Se atașează acestei grinzi un sistem de referinţă triortogonal drept zOyx 
(fig. 10.31). Datorită acţiunii momentului încovoietor M; (ale cărui componente în 
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Fig. 10.30 


planul zOy sunt Mz si My), la nivelul fiecărui element de arie infinit mic dA al 
secţiunii transversale curente se dezvoltă tensiuni normale o. 

În scopul deducerii relațiilor 
de calcul pentru solicitarea de 
încovoiere oblică se fac 
următoarele ipoteze: 

° tensiunile пи depăşesc 
limita de ргорогіопаіќаќе а 
materialului grinzii, fiind valabilà 
legea lui Hooke; 

° grinda este solicitată la 
încovoiere oblică; 

° este valabilă ipoteza lui 
Bernoulli. 

În contextul principiului y 
suprapunerii de efecte, tensiunile Fig. 10.31 
dintr-un anumit punct se obtin prin 
însumarea algebrică a tensiunilor aferente momentelor incovoietoare M;; si My. Pe 
de altá parte, їп conformitate cu ipotezele de mai sus, se poate considera са 
deformatia specifică longitudinală a fibrelor grinzii are o variaţie liniară în funcţie de 
coordonatele z și y. Se poate scrie așadar: 


e, = Ciz C y C, (10.33) 


unde C7’, C? și Сз sunt constante. 
Din legea lui Hooke rezultă: 


с-о,-Ев,-БЕ(С(:4С,у-0С1)- 
-ЕС:-4ЕС, у-ЕС,- (2 -0,у-0С,. (10.34) 


unde C4, C» și Сз sunt de asemenea constante. 
Relaţiile de echivalență dintre eforturi si tensiuni, pe secțiunea transversală a 
grinzii, se pot scrie sub forma: 


N = |od4=0; [ozdA=-M,; [oyd4=M,. (10.35) 
A A A 


Substituind expresia tensiunii o din relaţia (10.34) în relaţiile (10.35) rezultă 
succesiv: 
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[(С2+С,у+С,)а4=0; 

А 

(С +С,у+С)204=-М 
А 

(С +С,у+С,)уа4=м,,. 
А 


уе? 


C [zd4« C; [yd 4« С, [d4-0; 
A A A 

C [z d4* C; [yzd 4A C; [zd 4-7 -M;; (10.36) 
A A A 


C [z»d4* C; |y а4+ C, [yd4- M,. 
A A A 


Cs + CI + CS, = Mi: 


CI, + CI, * CS, 2 -M;; (10.37) 
CS, + CS, + С,А = 0. 


Dat fiind faptul că Oz si Oy sunt axe centrale rezultă că 


S, = [yd 4-0; 
A 

S, =[zdA4=0. 
A 


În aceste condiţii, ultima relaţie din (10.37) conduce la 
C4:420 C, =0. (10.38) 


Primele două relaţii din (10.37), cu C370, împreună cu relaţia (10.34), formează un 
sistem de trei ecuaţii cu două necunoscute (C; si C;): 


CI, + Col = My; (10.39) 
С2+С,у = 0с. 


Conditia ае compatibilitate conform teoremei lui Rouche este: 


Ty I, M, 
I T5 -Mi;, =0, (10.40) 
2 у O 
unde 
Zy 2 
+ 0. 
y I, 
Rezultă са 
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I, I I Lo 3. 
> Ma]? "MET o=0, 
2 y 2 у 1, Iy 
care, їп final, conduce la 
I.—zl I..—zlI 
шэг ау асуы (10.41) 
11,—-1[;, LI, -12, 


Punând condiţia о=0 se obţine ecuaţia axei neutre pe secţiunea transversală a 
grinzii sub forma: 


(Ly - Lj z)M, «(Ly - 1, z)M,, -0. (10.42) 


1y 


10.6 ÎNCOVOIEREA STRÂMBĂ 


Se spune că o grindă este solicitată la încovoiere strâmbă atunci când forțele 
ce acționează asupra acesteia nu se găsesc їп acelaşi plan dar suportul fiecăreia 
dintre aceste forțe trece prin axa Ox a grinzii (fig. 10.3). În astfel de cazuri grinda se 
deformează după o curbă oarecare în spațiu. Axele neutre ale diverselor secțiuni 
transversale nu vor mai fi localizate în același plan si nu va mai exista un plan 
neutru. 

În rezolvarea unei probleme de încovoiere strâmbă trebuie parcurși următorii pași: 
e Forţele exterioare se descompun în cele două plane principale (Oxz si Оху); 
e Setrasează diagramele de momente încovoietoare în cele două plane; 
e Se stabilește secțiunea periculoasă a grinzii, în care valoarea momentului 
încovoietor rezultant este maximă; 
e Se calculează tensiunea normală maximă din secţiunea periculoasă, 
comparându-se apoi această tensiune cu cea admisibilă. 
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PROBLEME PROPUSE 
P.10 


P.10.1 Pentru grinzile din figura P.10.1: 
a) Sá se traseze diagramele de forte tăietoare și momente încovoietoare; 
b) Să se calculeze |, si ҮҮ, pentru secțiunile transversale ale grinzilor; 
c) Să se determine dimensiunile necesare ale sectiunilor transversale ale grinzilor 
(t=?) dacă о„=180 MPa. 


A 
Pace Ui Син лнэ r 
A 0 masei А „= eid za 


6kN. m 


Fig. P.10.1 
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P.10.2 Pentru grinda din figura P.10.2 sá se determine valoarea maximá a 
forței uniform distribuite q ce poate fi aplicată pe grindă în asa fel încât să nu se 
depășească valorile tensiunilor admisibile la compresiune si tracțiune o47-90MPa și 
respectiv o4-* 30MPa. 


Fig. P.10.2 


P.10.3 Pentru grinda din figura P.10.3: 
a) Sá se traseze diagramele de forte tăietoare si momente încovoietoare; 
b) Să se calculeze |, si Wz 
c) Sá se determine valoarea maximá admisibilá a fortei uniform distribuite q stiind 
cá tensiunile admisibile ale materialului grinzii pentru tractiune si compresiune sunt: 
со.“ *40MPa si respectiv o4--120MPa. 


Fig. P.10.3 


P.10.4 Pentru grinda cu profil "I" din figura P.10.4 sá se determine profilul 
minim necesar din condiţia de rezistență, știind cá o47180MPa. 


Fig. P.10.4 


P.10.5 Pentru grinda din figura P.10.5: 
a) Sá se traseze diagramele de forte tăietoare și momente încovoietoare; 
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b) Sá se determine valoarea necesară a dimensiunii t dacă с„=200МРа; à 

c) Sá se traseze diagramele tensiunilor normale si tangentiale pe secțiunile А°'8"9% 
: tánga 

SERE PES 


$8 kN/m SkN/m 


' АКМ m 5 
All у. 
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Fig. P.10.5 


P.10.6 Grinda încastrată AB din figura P.10.6 are o înălțime constantă 
h-20mm si o látime variabilá, de la 80mm la 120mm. Sá se stabileascá pozitia 
secțiunii transversale a grinzii pe care se dezvoltă tensiunea normală maximă și să 
se calculeze valoarea acestei tensiuni. 


Fig. P.10.6 


P.10.7 Trei grinzi, având aceeași secțiune transversală, sunt articulate în 
punctele B și C și solicitate ca în figura P.10.7. Să se determine valoarea maximă 
admisibilă a sarcinii uniform distribuite д dacă o47160MPa. 
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Fig. P.10.7 
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MIC DICTIONAR DE TERMENI SI EXPRESII TIPICE DIN 
REZISTENTA MATERIALELOR 


ENGLISH - ROMANIAN 


A 


ABSCISSA - abscisá 

ALGEBRAIC SUM - insumare algebricá 
ALLOWABLE LOAD - sarcină capabilă 
ALLOWABLE STRESS - tensiune 
admisibilă 

ALLOWABLE - STRESS METHOD - 
metoda tensiunii admisibile 

ALLOY - aliaj 

ALLOYING - aliere 

ALUMINUM - aluminiu 

ALUMINUM PIPE - teavá de aluminiu 
ALUMINUM SHELL - manta (cámasá) 
de aluminiu 

AMPLITUDE - amplitudine 

ANALYSIS — analizá 

ANALYTICAL FUNCTION - funcţie 
analiticá 

ANGLE - unghi 

ANGLE OF TWIST - unghi de torsiune 
ANGULAR VELOCITY - viteza 
unghiulară 

ANNEALED STEEL — oțel recopt 
ANNULAR CROSS SECTION -secțiune 
inelară 

APPENDIX - anexă 

ARC OF CIRCLE - arc de cerc 
AVERAGE STRESS - tensiune medie 
AVERAGE VALUE - valoare medie 
AXIAL LOAD - fortá axialá 

AXIAL LOADING - solicitare axialá 
AXLE -ax 


B 
BALL SOCKET - cuzinet, locas sferic 
BAR -bará 


ROMANIAN - ENGLISH 


A 

ABSCISĂ - abscissa 

ALAMÁ - brass 

ALIAJ - alloy 

ALIERE - alloying 

ALUMINIU - aluminum 

ALUNECARE - slip 

ALUNGIRE - elongation 
AMPLITUDINE - amplitude 

ANALIZA - analysis 

ANALOGIE CU MEMBRANA 
(TORSIUNE) - membrane analogy 
ANEXA - appendix 

ANSAMBLU MOMENT - FORTÀ 
(TORSOR) - force-couple system 
APLICAREA FORMULEI LUI EULER 
PENTRU ALTE CAZURI DE 
REZEMARE  ALE  BARELOR  - 
extension of Euler's formula to columns 
with other end conditions 

APLICATÀ DIRECT LA VALOAREA 
NOMINALÁ (DESPRE О ЕОВТА, 
ETC) - fully applied 

ARBORE COTIT - crankshaft 


ARBORE DE TRANSMISIE - 
transmission shaft 
ARBORE DE TRANSMISIE 


CILINDRIC MASIV (PLIN) - solid 
cylindrical transmission shaft 

ARBORI STATIC NEDETERMINATI- 
statically indeterminate shafts 

ARC CU SPIRÁ STRÂNSĂ - close 
coiled spring 

ARC DE CERC - arc of circle 

ARC DE TORSIUNE - torsional spring 
ARC LAMELAR - leaf spring 


ENGLISH - ROMANIAN 


BAUSCHINGER EFFECT - 
Bauschinger 

BEAM -grindă 

BEAM OF CONSTANT STRENGTH - 
grindă de egală rezistenţă 

BEAM UNIT WIDTH - grindă de lăţime 
unitate 

BEARING - rulment 

BEARING FRAME - cadru portant 
BEARING STRESS - tensiune (presiune) 
de contact 

BEARING SURFACE - suprafatá de 
contact 
BENDING - incovoiere 
BENDING MOMENT - 
încovoiere 
BENDING-MOMENT DIAGRAM - 
diagramá de moment incovoietor 
BIAXIAL STRESS CONDITION - stare 
de tensiune biaxialá 

BINDING -fretare 

BOLT - bolt 

BOUNDARY CONDITIONS - condiţii 
de contur (de rezemare) 

BRASS - alamá 

BRASS LAYER - strat de alamá 
BREAKING STRENGTH - rezistenta la 
rupere 

BRITTLE MATERIALS - 
fragile 

BRONZE - bronz 

BUCKLE (TO-) - flamba (a-) 
BUCKLING - flambaj 
BUCKLING COEFFICIENT - coeficient 
de flambaj 


efectul 


moment de 


materiale 


C 

CABLE - cablu 
CANTILEVER BEAM - 
consolá 

CAP - capac, calotá 

CAST IRON - fontá 


grindá in 


ROMANIAN - ENGLISH 


ARCE DE CERC CONCENTRICE- 
concentric arcs of circle 

ARIA SECȚIUNII TRANSVERSALE- 
cross-sectional area 

ARTICULATIE - pin-connection 


AXA DE COORDONATE - coordinate 
axis 

АХА NEUTRĂ - neutral axis 

AXE CENTRALE - centroidal axes 

AXE CENTRALE PRINCIPALE DE 
INERTIE ALE SECTIUNII 
TRANSVERSALE - principal centroidal 
axes of the cross section 

AXE DE COORDONATE - coordinate 
axes 

AXE PRINCIPALE - principal axes 


B 

BANDÁ, CUREA - strap 

BARÁ - bar 

BARĂ ZVELTĂ - slender member (bar) 
BARÀ (ZVELTÀ CE POATE 
PREZENTA PERICOLUL PIERDERII 
STABILITĂȚII), COLOANĂ, STÂLP - 
column 

BARĂ (ZVELTĂ) ÎNCASTRATĂ LA 
CAPETE - column with two fixed ends 
BARĂ CONICĂ - tapered bar 

BARĂ CURBĂ - curved member 

BARĂ DE LUNGIME MICĂ - stubby 
column 

BARÁ DREAPTÁ - straight bar 

BARĂ PRISMATICĂ - prismatic bar 
BARÀ ZVELTÁ DUBLU 
ARTICULATÁ LA CAPETE -pin-ended 
column 

BARE (ZVELTE) CE FLAMBEAZÁ ÍN 
DOMENIUL ELASTIC - long columns 
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CASTIGLIANO'S THEOREM - teorema 
lui Castigliano 

CENTRE OF CURVATURE - centru de 
curburá 

CENTRIC AXIAL LOAD - fortá axialá 
aplicată în centrul de greutate 


CENTRIC LOAD - sarcină 
aplicată în centrul de greutate 
CENTROID - centru de greutate 
CENTROIDAL AXES - axe centrale 
CHECK (TO-) - verifica (a-) 
CIRCULAR CROSS SECTION - 
sectiune circulará 

CIRCULAR HOLE - gaurá circulará 
CIRCULAR WIRE - sármá (fir) de 
sectiune circulará 

CLEARANCE - interstitiu 
CLOCKWISE - in sensul acelor de 
ceasornic 

CLOSE-COILED SPRING - arc cu spirá 
stránsá 

COEFFICIENT OF FRICTION - 
coeficient de frecare 

COEFFICIENT OF THERMAL 
EXPANSION - coeficient de dilatare 
liniará 

COLD-WORKED - prelucrat la rece 
COLLAR — manson, colier 

COLUMN - bară (zveltá ce poate 
prezenta pericolul pierderii stabilităţii), 
coloană, stâlp 

COLUMN WITH TWO FIXED ENDS - 
bară (zveltă) încastrată la capete 
COMPRESSED-AIR TANK - recipient 
cu aer comprimat 

COMPRESSIVE STRESS - tensiune de 
compresiune 

CONCENTRATED LOAD - 
concentratá 
CONCENTRIC ARCS 
arce de cerc concentrice 
CONCRETE - beton 
CONDITIONS OF EQUILIBRIUM - 


(forţă) 


forță 


OF CIRCLE - 


ROMANIAN - ENGLISH 


BARE (ZVELTE) CE FLAMBEAZĂ IN 
DOMENIUL  ELASTO-PLASTIC  - 
intermediate columns 


BARE (ZVELTE) DE LUNGIME 
MICÁ, LA CARE NU АРАВЕ 
PERICOLUL DE  PIERDERE А 


STABILITÁTII - short columns 

BARE CU PERETI SUBTIRI - thin- 
walled members 

BETON - concrete 

BOLT - bolt 

BRAD - fir 

BRONZ - bronze 


C 
CABLU - cable 

CABLU DE OTEL - steel cable 
CADRAN - dial gage 

CADRU - frame 

CADRU PORTANT - bearing frame 
CAL PUTERE - horsepower 

CAPAC, CALOTĂ - cap 
CAPACITATEA DE А ACUMULA 
ENERGIE - energy-absorbing capacity 
CAPÁT LIBER - free end 

CAUZE NATURALE IMPREVIZIBILE 
— unpreventable natural causes 

CENTRU DE CURBURÁ - centre of 
curvature 
CENTRU 
CENTRU 
center 
CERCUL 


DE GREUTATE - centroid 
DE FORFECARE - shear 


LUI MOHR - Mohr's circle 
CERCUL ШЛ MOHR  PENTRU 
STAREA PLANĂ DE DEFORMATIE- 
Mohr's circle for plane strain 

CERCUL LUI MOHR PENTRU 
STAREA PLANĂ DE TENSIUNE- 
Mohr's circle for plane stress 
CHERESTEA - timber 

CILINDRU TUBULAR -hollow cylinder 
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ENGLISH — ROMANIAN 


conditii de echilibru 


CONE - con 
CONNECTION - legaturá 
CONSTANTS OF INTEGRATION - 


constante de integrare 


COORDINATE AXES - axe de 
coordonate 
CORNERS OF THE SECTION - 


colturile sectiunii 

CORROSION - coroziune 

CORROSION RESISTANCE - 
rezistenta la coroziune 
COUNTERCLOCK WISE —în sens invers 
acelor de ceasornic (sens trigonometric) 
COUPLE - cuplu, moment 

CRACK - fisură 

CRACK GROWTH - cresterea fisurii 
CRADLE -jgheab, cuzinet de reazem 
CRANE - macara 

CRANKSHAFT - arbore cotit 
CREEP - fluaj 

CRITICAL LOAD - sarciná criticá 
CRITICAL STRESS - tensiune criticá 
CROSS-SECTIONAL AREA  - 
sectiunii transversale 

CURVATURE - curburá 

CURVE - curbá 

CURVED MEMBER - bará curbá 
CUT (TO-) —secţiona (a-) 

CYCLIC LOADING - sarciná ciclicá 
CYLINDRICAL BRASS VESSEL - vas 
cilindric din alamá 

CYLINDRICAL PRESSURE VESSELS 
-vase de presiune cilindrice 


D 

DASHED LINE - linie punctată 

DECAY - putrezire 

DEFLECTION - săgeată 

DEFLECTION AND SLOPE AT POINT 
A - săgeata şi rotirea în punctul A 
DEFLECTION OF BEAMS – deformația 
grinzilor 


aria 


ROMANIAN - ENGLISH 
(FACTOR) DE 


COEFICIENT 
CONCENTRARE A TENSIUNILOR - 
stress-concentration factor 


COEFICIENT DE DILATARE 
LINIARĂ - coefficient of thermal 
expansion 


COEFICIENT DE FLAMBAJ - buckling 
coefficient 
COEFICIENT DE FRECARE-coefficient 
of friction 
COEFICIENT DE SIGURANȚĂ - factor 
of safety 
COEFICIENT DE  ZVELTETE - 
slenderness ratio 

COEFICIENT EFECTIV DE 
ZVELTEŢE - effective slenderness ratio 
COEFICIENTI DE INFLUENȚĂ - 
influence coefficients 
COEFICIENTUL 
Poisson's ratio 
COLTURILE SECTIUNII - corners of 
the section 

COMPONENTELE TENSIUNII - stress 
components 

CON - cone 

CONCENTRATORI DE TENSIUNE - 
stress concentrators 

CONDIŢII DE CONTUR 
REZEMARE) - boundary conditions 
CONDIȚII DE ECHILIBRU - conditions 
of equilibrium 

CONDUCTA DE EVACUARE-penstock 
CONSTANTE DE INTEGRARE - 
constants of integration 

CONTRACTIE TRANSVERSALÀ - 
transverse contraction 

COORDONATE  RECTANGULARE- 
rectangular coordinates 

CORNIER DIN OTEL - steel angle 
COROZIUNE - corrosion 

CORP RIGID - rigid body 

CORP SOLID — solid body 
CRESTEREA FISURII - crack growth 


LUI POISSON- 


(DE 
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ENGLISH - ROMANIAN 


DEFLECTION OF BEAMS - deformația 
grinzilor (supuse la incovoiere) 


DEFORMABLE 
structură deformabilă 
DEFORMATION - deformatie 

DEGREE OF ACCURACY - grad de 
precizie 

DEGREES CELSIUS (FAHRENHEIT) - 
grade Celsius (Fahrenheit) 

DENSITY — densitate 

DESIGN - proiectare 

DESIGN OF TRANSMISSION SHAFTS 
- proiectarea arborilor de transmisie 
DIAGRAM -diagramá 

DIAL GAGE - cadran 

DIAMETER - diametru 

DIEDRAL ANGLE - unghi diedru 
DIMENSIONLESS | QUANTITY  - 
márime adimensionalá 

DIRECTLY PROPORTIONAL - direct 
proportional 

DISCONTINUITY - discontinuitate 
DISPLACEMENT - deplasare 
DISTANCE - distantá 


STRUCTURE - 


DISTRIBUTED FORCES — forte 
distribuite 
DISTRIBUTED LOADS — sarcini 
distribuite 


DOUBLE INTEGRAL - integrală dublă 
DOUBLE SHEAR - forfecare dublă 
DRAWING, SKETCH - desen 
DUCTILE MATERIALS - 
ductile 

DYNAMIC LOAD - sarcină dinamică 


materiale 


E 

ECCENTRIC AXIAL LOAD - forță 
axială aplicată excentric 

ECCENTRICAL - excentric 
ECCENTRICITY - excentricitate 

EDGE OF THE BEAM - marginea 
(muchia ) grinzii 


ROMANIAN - ENGLISH 


CRIC HIDRAULIC - hydraulic jack 
CRITERIUL LUI MOHR - Mohr's 
criterion 

CUI - nail 

CUPLU, MOMENT - couple 

CURBÁ - curve 

CURBURĂ - curvature 

CUZINET, LOCAS SFERIC -ball socket 
CURGERE (A MATERIALULUI) - 
yielding 


D 

DECHIDERE (A UNEI GRINZI) - span 
DEFECT DE STRUCTURĂ - flaw 
DEFORMATIA GRINZILOR (SUPUSE 
LA ÎNCOVOIERE) - deflection of beams 
DEFORMATIA PERMANENTĂ  - 
permanent deformation 

DEFORMATIE - deformation 
DEFORMATIE PLASTICĂ - plastic 
deformation 

DEFORMATIE SPECIFICÁ - strain 
DEFORMATIE SPECIFICĂ CAUZATĂ 
DE VARIAŢII DE TEMPERATURĂ- 
thermal strain 

DEFORMATIE SPECIFICĂ 
LONGITUDINALĂ - normal strain 
DEFORMATIE SPECIFICĂ 
TRANSVERSALĂ - lateral strain 
DEFORMATIE SPECIFICĂ 
TRANSVERSALĂ (LUNECARE 
SPECIFICĂ) - shearing strain 
DEFORMATIE TOTALĂ - 
deformation 

DENSITATE - density 
DEPLASARE - displacement 
DEPLASARE RELATIVĂ - relative 
displacement 

DERIVATĂ PARȚIALĂ - partial 
derivative 

DESCĂRCARE - unloading 
DESEN - drawing, sketch 


total 
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EFFECTIVE LENGTH - lungime de 
flambaj 

EFFECTIVE SLENDERNESS RATIO - 
coeficient efectiv de zveltete 

ELASTIC CORE - miez elastic 


ELASTIC CURVE - 
deformatá 

ELASTIC FLEXURE FORMULA  - 
relatia lui Navier (incovoiere) 

ELASTIC LIMIT - limită de elasticitate 
ELASTIC RANGE - domeniu elastic 
ELASTIC SECTION MODULUS - 
modulul de rezistentá la incovoiere al 
secțiunii (în domeniul elastic) 
ELASTOPLASTIC MATERIAL - 
material elastoplastic 

ELECTRIC GENERATOR - generator 
electric 

ELEMENTARY FORCES - 
elementare 

ELEMENTARY INTERNAL FORCES - 
eforturi elementare 

ELEMENTARY WORK - lucru mecanic 
elementar 

ELLIPSE — elipsá 

ELLIPTIC CROSS SECTION - sectiune 
transversalá elipticá 
ELONGATION - alungire 
EMPIRICAL FORMULAS - 
empirice 

ENDURANCE LIMIT — rezistenţa la 
obosealá 

ENERGY - energie 
ENERGY-ABSORBING CAPACITY — 
capacitatea de a acumula energie 
ENGINEERING PRACTICE  - practica 
inginereascá 

EQUATION - ecuatie 

EQUILIBRIUM - echilibru 
EQUILIBRIUM POSITION - pozitie de 
echilibru 

EQUIVALENCE - echivalentá 


fibră medie 


forte 


formule 


ROMANIAN - ENGLISH 


DIAGRAMÁ - diagram 
DIAGRAMÁ DE FORTE TÁIETOARE- 
shear diagram 


DIAGRAMÁ DE MOMENT 
ÎNCOVOIETOR  -  bending-moment 
diagram 

DIAGRAMA TENSIUNE- 
DEFORMATIE SPECIFICĂ-stress-strain 
diagram 


DIAMETRU - diameter 

DIAMETRU EXTERIOR-outer diameter 
DIAMETRU INTERIOR- inner diameter 
DIRECT PROPORTIONAL - directly 
proportional 

DISCONTINUITATE - discontinuity 
DISPUNEREA РЕ LUNGIME A 
SUDURILOR SE FACE DIN...IN... mm 
- longitudinal spacing of the welds is 
of...mm 

DISTANTÁ - distance 


DISTRIBUŢIE LINEARÀ - linear 
distribution _ 
DISTRIBUTIE PARABOLICA = 


parabolical distribution 
DISTRUGERE - failure 
DOMENIU ELASTIC - elastic range 


E 

ECHILIBRU - equilibrium 

ECHILIBRU INITIAL - original 
equilibrium 

ECHIVALENTÀ - equivalence 
ECONOMII DE MATERIAL -savings of 
material 

ECRUISARE - strain-hardening 
ECUATIE - equation 

ECUATIE DIFERENȚIALĂ DE 
ORDINUL DOI - second-order linear 
differential equation 

ECUAŢIE DIFERENŢIALĂ NEOMO- 
GENĂ LINIARĂ DE ORDINUL DOI, 
CU COEFICIENTI CONSTANTI- 
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EQUIVALENT STATIC LOAD -sarciná 
staticá echivalentá 
EULER'S FORMULA 
Euler 
EXPERIMENTAL EQUIPMENT  - 
instalatie experimentalá 

EXTENSION OF EULER'S FORMULA 
TO COLUMNS WITH OTHER END 
CONDITIONS — aplicarea formulei lui 
Euler pentru alte cazuri de rezemare ale 
barelor 

EXTERNAL FORCES - forte exterioare 


- formula lui 


F 

FACTOR OF SAFETY - coeficient de 
sigurantá 

FAILURE - ruptură, rupere, avarie, 
distrugere, cedare, defectare, întrerupere, 
etc. 

FATIGUE - oboseală 

FATIGUE CRACK - fisura de obosealá 
FICTITIOUS OR DUMMY LOAD - 
sarciná fictivá 

FIGURE - figurá 

FIR - brad 

FIRST MOMENT (OF AN AREA) - 
moment static 

FIBER - fibrá 

FIXED SUPPORT - incastrare 
FLANGED JOINT - imbinare cu flanse 
FLAT END - terminate aplatizatá 
FLAW - defect de structurá 

FLEXURAL RIGIDITY - produsul ЕГ 
(incovoiere) 

FLUID - fluid 

FLYWHELL - volant 

FORCE - fortá 

FORCE-COUPLE SYSTEM - ansamblu 
moment-fortá (torsor) 

FORGED COMPONENT - piesá forjatá 
FORMULA - formulá 

FRACTURE - rupere 


ROMANIAN - ENGLISH 


- linear nonhomogeneous differential 
equation of the second order with 
constant coefficients 
ECUAŢIE DIFERENŢIALĂ OMOGE- 
NĂ LINIARĂ - linear homogeneous 
differential equation 


EFECTUL BAUSCHINGER - 
Bauschinger effect 
EFORTURI ELEMENTARE - 


elementary internal forces 

ELEMENT (COMPONENT AL UNEI 
STRUCTURI) - member 
ELEMENTE DIN LEMN - 
members 

ELICE, SPIRALĂ (ÎN SPAȚIU) - helix 
ELIPSĂ-ellipse 

ENERGIA DE DEFORMATIE LA 
ÎNCOVOIERE - strain energy in bending 
ENERGIA DE DEFORMATIE LA 
TORSIUNE - strain energy in torsion 
ENERGIE SPECIFICĂ DE DEFORMA- 
TIE - strain energy density 
E 
E 


wooden 


NERGIE - energy | 
NERGIE CINETICA - kinetic energy 
ENERGIE DE DEFORMATIE - strain 


energy 

ENERGIE POTENTIALÁ - potential 
energy 

EPRUVETĂ - specimen 

EPRUVETÁ CU SUPRAFAŢĂ 


LUSTRUITĂ - polished specimen 
EROARE PROCENTUALĂ - percentage 
error 

EVIDENŢIEREA GRAFICĂ A 
TUTUROR SARCINILOR CE 
SOLICITĂ UN ANUMIT CORP ÎN 
ECHILIBRU MECANIC, INCLUSIV 
REACTIUNILE - free-body diagram 
EXCENTRIC - eccentrical 
EXCENTRICITATE - eccentricity 


F 
FALCÀ (DE MENGHINĂ, ETC) - jaw 
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FRACTURE CRITERIA  - teorü de 
rupere 

FRACTURE MECHANICS - mecanica 
ruperii 

FRAME - cadru 


FREE END - capăt liber 

FREE SURFACE - suprafatá liberá 
FREE-BODY DIAGRAM - evidentierea 
graficá a tuturor sarcinilor ce solicitá un 
anumit corp їп echilibru mecanic, 
inclusiv reactiunile 

FREQUENCY - frecvenţă 
FREQUENCY OF ROTATION - viteza 
de rotatie 

FREQUENTLY ENCOUNTERED - 
frecvent întâlnit 

FRUSTRUM OF A CIRCULAR CONE 
- trunchi de con 

FULLY APPLIED - aplicată direct la 
valoarea nominală (despre o forță ,..,etc) 
FUNCTION OF X - funcţie de x 


G 

GAP - 
montaj 
GEAR - roatá dintatá 

GENERAL STATE OF STRESS - stare 
complexá de tensiune 

GENERALIZED HOOKE'S LAW - 
legea lui Hooke generalizată 

GLASS — sticlă 

GLUED JOINT - îmbinare prin lipire 
GRAIN - grăunte 

GRAPH - grafic 

GROUND - sol 


interstițiu, imperfecţiune de 


H 

HALF-CYLINDER -jumătate de cilindru 
HEAT TREATMENT - tratament termic 
HEIGHT - ináltime 

HELIX - elice, spiralá (in spatiu) 
HEXAGON - hexagon 

HIGH-CARBON STEEL - otel cu 


ROMANIAN - ENGLISH 


FIABILITATE - reliability 

FIBRÁ - fiber 

FIBRA MEDIE DEFORMATĂ - elastic 
curve 

FIER PUR - pure-iron 

FIGURÁ - figure 

FIR — wire 

FIR DE NYLON - nylon thread 

FISURĂ - crack 

FISURĂ DE OBOSEALĂ - fatigue crack 
FISURI MICROSCOPICE - microscopic 
cracks 

FLAMBA (А-) -buckle (to-) 

FLAMBAJ — buckling 

FLUAJ - creep 

FLUID — fluid 

FLUXUL TENSIUNILOR TANGENTI- 
ALE - shear flow 

FONTĂ - cast iron 

FORFECARE - shear 

FORFECARE DUBLĂ - double shear 
FORFECARE SIMPLĂ - single shear 
FORMULĂ - formula 

FORMULA LUI EULER - Euler's 
formula 

FORMULE EMPIRICE - 
formulas 

FORŢĂ - force 

FORŢĂ AXIALĂ - axial load 
FORŢĂ AXIALĂ APLICATĂ ÎN 
CENTRUL DE GREUTATE - centric 
axial load 

FORŢĂ AXIALĂ APLICATĂ 
EXCENTRIC - eccentric axial loading 
FORŢĂ CAPABILĂ - largest allowable 
force 

FORŢĂ CONCENTRATĂ-concentrated 
load 

FORŢĂ CRESCÁTOARE - increasing 
load 

FORŢĂ ORIZONTALĂ -horizontal load 
FORŢĂ TÁIETOARE - shearing force 
FORTE DISTRIBUITE - distributed 


empirical 
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continut ridicat de carbon 
HIGH-STRENGTH STEEL - oţel de 
rezistentá ridicatá 

HINGED ВЕАМ - grindá cu articulatie 
HINT - indicatie (in rezolvarea unei 
probleme) 

HOLE - gaurá 

HOLLOW CYLINDER - cilindru tubular 
HOMOGENEOUS | MATERIAL  - 
material omogen 

HOOKE'S LAW - legea Іш Hooke 
HOOP STRESS - tensiune circumfe- 
rentialá (vase cu pereţi subțiri) 
HORIZONTAL DEFLECTION - săgeata 
pe direcţie orizontală 

HORIZONTAL LOAD - forţă orizontală 
HORIZONTAL PLANE - plan orizontal 
HORSEPOWER - cal putere 
HYDRAULIC JACK - cric hidraulic 
HYDROSTATIC PRESSURE - presiune 
hidrostaticá 

HYPOTENUSE -ipotenuzá 


I 

IMPACT FACTOR - multiplicator de 
impact 

IMPACT LOADING - sarciná aplicatá 
cu Soc 

IMPULSE - impuls 

INCREASING LOAD - fortá crescátoare 
INERTIA - inertie 

INFLUENCE COEFFICIENTS - 
coeficienti de influentá 

INNER DIAMETER - diametru interior 
INTEGRATION - integrare 
INTERMEDIATE COLUMNS - bare 
(zvelte) ce flambeazá in domeniul elasto- 
plastic 

INTERSECT (TO-) - intersecta (a-) 
INVERSELY PROPORTIONAL - invers 
proportional 

ISOTROPIC MATERIAL - 
izotrop 


material 


ROMANIAN - ENGLISH 


forces 

FORTE ELEMENTARE - elementary 
forces 

FORTE EXTERIOARE - external forces 
FORTE TRANSVERSALE - transverse 
forces; transverse load 

FRECVENT ÎNTÂLNIT - frequently 
encountered 

FRECVENTÁ - frequency 
FRETARE - binding 
FUNCTIE ANALITICÀ - 
function 

FUNCTIE DE GRADUL 2 - second 
degree function 

FUNCTIE DE GRADUL 3 - third degree 
function 

FUNCTIE DE x - function of x 
FUNCŢIE TREAPTĂ - step function 
FUNCŢII SINGULARE - singularity 
functions 


analytical 


G 

GAURĂ - hole 

GAURĂ CIRCULARĂ - circular hole 
GAURĂ CONICĂ - taper hole 
GENERATOR ELECTRIC - 
generator 

GRINDÁ EXTRUDATA CU PERETI 
SUBTIRI- thin-walled extruded beam 
GÂTUIRE - necking 

GRAD DE PRECIZIE - 
accuracy 

GRADE CELSIUS (FAHRENHEIT) — 
degrees celsius (fahrenheit) 

GRAFIC - graph 

GRĂUNTE - grain 

GREUTATE PROPRIE - own weight 
GREUTATE SPECIFICĂ - specific 
weight 

GRINDĂ - beam 

GRINDĂ CU ARTICULATIE - hinged 
beam 

GRINDĂ CU INIMĂ PLINĂ -web beam 


electric 


degree of 
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J 

JAW - falcá (de menghiná, etc) 

JUST TO THE RIGHT OF POINT В – їп 
sectiunea В dreapta 


K 
KERN - sámbure central 
KINETIC ENERGY - energie cineticá 


L 

LABORATORY - laborator 

LARGEST ALLOWABLE FORCE - 
fortá capabilá 

LATERAL STRAIN - 
specificá transversalá 

LAW - lege 

LEAF SPRING - arc lamelar 
LENGTH - lungime 

LEVER - párghie 

LINEAR DISTRIBUTION - distributie 
liniará 

LINEAR HOMOGENEOUS 
DIFFERENTIAL EQUATION - ecuaţie 
diferențială omogenă liniară 

LINEAR NONHOMOGENEOUS 
DIFFERENTIAL EQUATION OF THE 
SECOND ORDER WITH CONSTANT 
COEFFICIENTS - ecuaţie diferențială 
neomogenă liniară de ordinul doi, cu 
coeficienţi constanti 

LOAD POINT OF APPLICATION - 
punct de aplicatie a sarcinii 
LOADING - їпсагсаге 
LOCATION - loc pozitie 
LOGARITHMIC SCALE - 
logaritmică 

LONG COLUMNS - bare (zvelte) ce 
flambează în domeniul elastic 

LONG CRACK - macrofisurá 


deformatie 


scară 


LONGITUDINAL SHEARING 
STRESSES  - tensiuni — tangentiale 
longitudinale 


ROMANIAN - ENGLISH 


GRINDĂ CU ZĂBRELE - truss 
GRINDĂ DE EGALĂ REZISTENTÁ- 
beam of constant strength 

GRINDĂ DE LĂȚIME UNITATE-beam 
unit width 

GRINDĂ DE LEMN - wooden beam 
GRINDĂ DE SECŢIUNE DREPTUN- 
GHIULARÁ СО LĂŢIME MICĂ- 
narrow rectangular beam 
GRINDÁ DIN BETON 
reinforced concrete beam 
GRINDÁ DIN PROFIL CU TALPÁ 
Г.АТА- wide-flanged beam 

GRINDÁ EXTRUDATA CU PERETI 
SUBTIRI - thin-walled extruded beam 
GRINDĂ ÎN CONSOLĂ - cantilever 
beam 
GRINDĂ SIMPLU REZEMATÁ -simply 
supported beam 

GRINDĂ SIMPLU STATIC NEDETER- 
MINATĂ - statically indeterminate beam 
to the first degree 

GRINDĂ  SUPRAÎNCĂRCATĂ  - 
overstressed beam 

GRINZI STATIC NEDETERMINATE - 
statically indeterminate beams 

GRINZI ZVELTE - slender beams 
GROSIME - thickness 


H 
HEXAGON - hexagon 


I 
IMPULS - impulse 
INDICAȚIE (ÎN REZOLVAREA UNEI 
PROBLEME) - hint 
INEL - ring 
NERTIE - inertia 
NSTABIL - unstable 
NSTALATIE EXPERIMENTALĂ - 
xperimental equipment 
NTEGRALÀ DUBLÁ - double integral 
NTEGRARE - integration 
NTEGRARE ÍN RAPORT CU O 


ARMAT - 
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LONGITUDINAL SPACING OF THE 
WELDS IS OF...mm - dispunerea pe 
lungime a sudurilor se face din...in...mm 
LOW - CARBON STEEL - oţel cu 
continut scázut de carbon 


LOW - STRENGTH STEEL - oţel de 
rezistentá scázutá 
L-SHAPED MACHINE ELEMENT - 


piesá in formá de L 


M 

MACHINE COMPONENTS - organe de 
masini 

MACHINE TOOL - masiná unealtá 
MACROSCOPIC CRACKS - 
macroscopice 

MASS - masa 

MATERIAL - material 
MAXIMUM ALLOWABLE SPEED - 
viteză maximă admisibilá 

MAXIMUM DEFLECTION - săgeata 
maximă 
MAXIMUM-DISTORTION-ENERGY 
CRITERION - teoria energiei maxime 
modificatoare de formă 
MAXIMUM-NORMAL-STRESS 
CRITERION -teoria tensiunii normale 
maxime 
MAXIMUM-SHEARING-STRENGTH 
CRITERION - teoria tensiunii tangențiale 
maxime 

MAXWELL'S RECIPROCAL 
THEOREM - teorema reciprocității 
deplasărilor (Maxwell) 

MECHANICAL WORKING - prelucrare 
mecanică 

MEMBER - element (component al unei 
structuri) 

MEMBRANE - membrană 
MEMBRANE ANALOGY - analogie cu 
membrana (torsiune) 

METHODS OF ANALYSIS - metode de 
analiză 


fisuri 


ROMANIAN - ENGLISH 


SINGURĂ VARIABILA  - 
integration 

INTERSECTA (A-) - intersect (to-) 
INTERSTITIU - clearance 
INTERSTITIU, IMPERFECTIUNE DE 
MONTAJ — gap 

INVERS PROPORTIONAL - inversely 
proportional 

IPOTENUZA - hypotenuse 

IPOTEZA SIMPLIFICATOARE - 
simplifying assumption 


simple 


I 

ÎMBINARE CAP LA CAP - splice 
ÎMBINARE CU FLANSE - flanged joint 
ÎMBINARE PRIN LIPIRE - glued joint 
ÎMPINGE (A-) - push (to-) 

ÎN SECŢIUNEA В DREAPTA - just to 
the right of point B 

ÍN SENS INVERS ACELOR DE 
CEASORNIC (SENS TRIGONOM.) 

- counterclockwise 

ÎN SENSUL ACELOR DE CEASOR- 
IC - clock-wise 

NÀLTIME - height 

NCÁRCARE - loading 

NCASTRARE - fixed support 
NCERCARE - test 

NCERCARE LA TRACTIUNE - tensile 
est 

NCOVOIERE - bending 

NCOVOIERE OBLICÀ - unsymmetric 
ending 

NCOVOIERE PURÁ - pure bending 
NFÁSURARE - wrap 

NSUMARE ALGEBRICÁ - algebraic 
m 

NTINDE (A-), TRAGE (А-) - stretch 
NVELIS - shell 
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J 
JGHEAB, CUZINET DE REAZEM - 
cradle 
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MICROSCOPIC CRACKS - 
microscopice 

MILD STEEL - otel moale (cu continut 
scázut de carbon) 

MODULUS OF ELASTICITY - modul 
de elasticitate 

MODULUS OF RIGIDITY - modul de 
rigiditate 

MOHR'S CIRCLE - cercul lui Mohr 
MOHR'S CIRCLE FOR PLANE 
STRESS - cercul lui Mohr pentru starea 
planá de tensiune 

MOHR'S CRITERION - criteriul lui 
Mohr 

MOHR'S CIRCLE FOR PLANE 
STRAIN - cercul lui Mohr pentru starea 
planá de deformatie 

MOMENT OF INERTIA OF THE 
SECTION ABOUT THE PRINCIPAL 
CENTROIDAL AXIS - moment de 
inerție al secţiunii in raport cu аха 
centralá principalá a sectiunii 


fisuri 


N 

NAIL - cui 

NARROW RECTANGULAR BEAM - 
grinda de secțiune dreptunghiulară си 
lățime mică 

NECKING - gâtuire 

NEGATIVE (POSITIVE) SIGN - semn 
negativ (pozitiv) 

NEGLECTING THE TERM 
CONTAINING - neglijînd termenul ce-l 
conţine pe... 

NEUTRAL AXIS - axă neutră 
NEUTRAL SURFACE - suprafaţă neutră 
NORMAL STRAIN -  deformatie 
specificá longitudinalá 

NORMAL STRESS - tensiune normalá 
NUMERICAL VALUE - valoare 
numerică 

NUT - piulitá 

NYLON THREAD - fir de nylon 


ROMANIAN - ENGLISH 


JUMĂTATE DE CILINDRU - half- 
cylinder 


L 

LABORATOR - laboratory 

LĂŢIME - width 

LEGĂTURĂ - connection 

LEGE - law 

LEGEA LUI HOOKE GENERALIZA- 
TĂ - generalized Hooke's law 

LEGEA LUI HOOKE - Hooke's law 
LIMITA DE ELASTICITATE - elastic 
limit 

LIMITA DE PROPORTIONALITATE - 
proportional limit 

LINIE DREAPTĂ - straight line 

LINIE PUNCTATĂ - dashed line 

LOC POZITIE - location 

LOVI (A-) - strike (to-) 

LUCRU MECANIC - work 

LUCRU MECANIC ELEMENTAR - 
elementary work 

LUNGIME - length 

LUNGIME DE FLAMBAJ - effective 
length 


M 

MACARA - crane 

MACROFISURĂ - long crack 
MANSON, COLIER - collar 

MANTA (САМА8А) DE AL-aluminum 
shell 

MARCĂ TENSOMETRICĂ -strain gage 
MARGINEA (MUCHIA ) GRINZII-edge 
of the beam 

MĂRIME  ADIMENSIONALĂ - 
dimensionless quantity 

MĂRIME SCALARĂ - scalar quantity 
MĂRIME VECTORIALĂ - vectorial 
quantity 

MASA - mass 
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O 

OBLIQUE PLANE - plan inclinat 
OBLIQUE SECTION - sectiune oblicá 
ORDINATE - ordonatá 

ORIGINAL EQUILIBRIUM - echilibru 
initial 

OUTER DIAMETER - diametru exterior 


OVERSTRESSED BEAM - 
supraincárcatá 
OWN WEIGHT - greutate proprie 


grindá 


P 

PARABOLA - parabolă 
PARABOLICAL DISTRIBUTION - 
distribuție parabolică 

PARABOLOID OF REVOLUTION - 
paraboloid de revoluție 
PARALLEL-AXIS THEOREM -teorema 
axei paralele (relațiile lui Steiner) 
PARALLELOGRAM - paralelogram 
PARENTHESE -paranteză 
PARTIAL DERIVATIVE 
parțială 

PEG - stift, cep 
PENSTOCK - conducta de evacuare 
PERCENTAGE ERROR -  eroarea 
procentuală 

PERMANENT DEFORMATION  - 
deformaţie permanentă 
PERPENDICULAR - perpendicular 
PIN-CONNECTION - articulație 
PIN-ENDED COLUMN - bară zveltá 
dublu articulată la capete 

PIPE - ţeavă 

PLANE OF ARBITRARY 
ORIENTATION - plan cu o orientare 
oarecare 

PLANE OF SYMMETRY - plan de 
simetrie 

PLANE STATE OF 
planá de deformatie 
PLANE STATE OF STRESS -stare planá 
de tensiune 


- derivatá 


STRAIN - stare 


ROMANIAN - ENGLISH 


MAŞINĂ DE ÎNCERCĂRI LA 
TORSIUNE - torsion testing machine 
MAŞINA UNEALTĂ - machine tool 
MATERIAL - material 

MATERIAL ELASTOPLASTIC  - 
elastoplastic material 
MATERIAL IZOTROPIC - 
material 

MATERIAL OMOGEN - homogeneous 
material 


isotropic 


MATERIALE DUCTILE - ductile 
materials 
MATERIALE FRAGILE - brittle 
materials 
MECANICA  RUPERII - fracture 
mechanics 


MEMBRANA - membrane 

MENGHINĂ - vice (vise) 

METODA TENSIUNII ADMISIBILE - 
allowable - stress method 

METODE DE ANALIZĂ - methods of 
analysis 

MICROFISURĂ - short crack 

MIEZ DE ОТЕТ. - steel core 

MIEZ ELASTIC - elastic core 

MODUL DE ELASTICITATE -modulus 
of elasticity 

MODUL DE ELASTICITATE TRANS- 
VERSAL (G) -shear modulus 

MODUL DE REZISTENȚĂ LA 
ÎNCOVOIERE AL SECȚIUNII (ÎN 
DOMENIUL ELASTIC) - elastic section 
modulus 

MODUL DE RIGIDITATE - modulus of 
rigidity 

MOMENT DE ÎNCOVOIERE-bending 
moment 

MOMENT DE INERTIE АГ, 
SECTIUNII ЇМ RAPORT CU АХА 
CENTRALÀ PRINCIPALÀ A 
SECTIUNII - moment of inertia of the 
section about the principal centroidal axis 
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PLANE STRAIN STATE - starea planá 
de deformatie 

PLANE STRESS STATE - starea planá 
de tensiune 

PLANK - scándurá 

PLASTIC DEFORMATION - deformatie 
plasticá 

PLASTIC HINGE - articulatie plasticá 
PLASTIC ZONE - zona plasticá 

PLATE - placá 

PLOT (TO-) - trasa (a-) 

PLYWOOD - placaj 

POINT OF INFLECTION - punct de 
inflexiune 

POISSON'S RATIO - coeficientul lui 
Poisson 

POLAR MOMENT OF INERTIA  - 
moment de inertie polar 

POLISHED SPECIMEN - epruvetá cu 
suprafaţă lustruită 

POLYSTYRENE - polistiren 

POOR MAINTENANCE - proasta 
întreţinere (a utilajului, structurii, etc. ) 
PORTION - porţiune (de bara, etc) 

POST - reazem, suport 
POTENTIAL ЕМЕКСҮ - 
potenţială 

POWER. - putere 
PRINCIPAL AXES - axe principale 
PRINCIPAL CENTROIDAL AXES OF 
THE CROSS SECTION - axe centrale 


energie 


principale de inerție ale secțiunii 
transverasale 

PRINCIPAL PLANES AND 
PRINCIPAL STRESSES - plane 
principale si tensiuni principale 
PRINCIPAL STRESSES - tensiuni 


principale 

PRISMATIC BAR - bară prismatică 
PROBLEMS TO BE ASSIGNED  - 
probleme propuse spre rezolvare 


ROMANIAN - ENGLISH 


MOMENT DE INERTIE POLAR - polar 
moment of inertia 

MOMENT DE TORSIUNE 
(twisting couple) 

MOMENT STATIC - first moment (of an 
area) 

MULTIPLICATOR DE IMPACT-impact 
factor 


- torque 


N 

NEGLIJÎND TERMENUL CE-L 
CONŢINE PE...- neglecting the term 
containing... 

NIT - rivet 


NIVELUL TENSIUNII - stress level 


O 

OBOSEALĂ - fatigue 

ORDONATĂ - ordinate 

ORGANE DE MASINI - machine 
components 

OTEL - steel 

OTEL ALIAT, CÁLIT SI REVENIT - 
quenched and tempered alloy steel 

OŢEL CĂLIT - quenched-steel 

OTEL CU CONTINUT RIDICAT DE 
CARBON - high-carbon steel 

OŢEL DE REZISTENȚĂ RIDICATĂ- 
high-strength steel 

OŢEL DE REZISTENȚĂ SCĂZUTĂ - 
low-strength steel 

OȚEL LAMINAT - rolled steel 

OȚEL MOALE (CU CONȚINUT 
SCĂZUT DE CARBON) - mild steel 
OŢEL RECOPT - annealed steel 

OȚEL REVENIT - tempered steel 


P 

PARABOLĂ - parabola 

PARABOLOID DE REVOLUŢIE - 
paraboloid of revolution 
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PROJECTION - proiectie 

PROPAGATE (TO-) - propaga (a se -) 
PROPORTIONAL LIMIT - limitá de 
proportionalitate 

PULL (TO-) -(a) trage 

PULLEY - roatá de transmisie 

PURE BENDING - incovoiere pură 
PURE-IRON - fier pur 

PUSH (TO-) - a impinge 


Q 
QUENCHED, TEMPERED ALLOY 


STEEL - oţel aliat, cálit şi revenit 
QUENCHED-STEEL - oţel călit 


R 

RADIAN - radian 

RADIUS - rază 

RADIUS OF CURVATURE - rază de 
curbură 
RADIUS 
inerție 
RATIO - raport 

REACTION - reacțiune 

REASONING - raționament 
RECTANGULAR COORDINATES - 
coordonate rectangulare 
RECTANGULAR CROSS SECTION - 
secțiune dreptunghiulară 

REDUNDANT REACTION - reacțiune 
suplimentară (static nedeterminată) 
REINFORCED CONCRETE BEAM - 
grindă din beton armat 

RELATIONS AMONG LOAD, SHEAR 
AND BENDING MOMENT - relații 
între sarcină, forță tăietoare şi moment 
încovoietor 

RELATIVE DISPLACEMENT - 
deplasare relativă 

RELIABILITY - fiabilitate 

REPEATED LOADING - sarcină ciclică 
RESIDUAL STRESSES - tensiuni 
remanente 


OF GYRATION - rază de 


ROMANIAN - ENGLISH 


PARALELOGRAM - parallelogram 
PARANTEZĂ - parenthese 

PĂTRAT CU LATURA a =...- square of 
side a =... 

PERETE DE GROSIME CONSTANTĂ- 
uniform wall thickness 
PERPENDICULAR - perpendicular 
PIATRĂ - stone 

PIESĂ FORJATĂ - forged component 
PIESĂ ÎN FORMĂ DE L - L shaped 
machine element 

PIESĂ LAMINATĂ - rolled component 
PÂRGHIE - lever 

PIULITÁ - nut 

PLACÁ - plate 

PLACAJ - plywood 

PLAN CU O ORIENTARE OARECARE 
- plane of arbitrary orientation 
PLAN DE SIMETRIE - 
symmetry 

PLAN ÍNCLINAT - oblique plane 

PLAN ORIZONTAL - horizontal plane 
PLAN VERTICAL - vertical plane 
PLANE PRINCIPALE SI TENSIUNI 
PRINCIPALE - principal planes and 
principal stresses 

POLISTIREN - polystyrene 

PORTIUNE (DE ВАВА, ETC) - portion 
POZITIE DE ECHILIBRU - equilibrium 
position 

PRACTICA  INGINEREASCĂ - 
engineering practice 
PRELUCRARE 
mechanical working 
PRELUCRAT LA RECE - cold-worked 
PRESIUNE HIDROSTATICĂ - 
hydrostatic pressure 

PRINCIPIUL LUI SAINT-VENANT - 
Saint-Venant's principle 
PRINCIPIUL | SUPRAPUNERII 
EFECTE - superposition method 


plane of 


MECANICĂ z 


DE 
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RESILIENCE - rezilientá 
RESULTANT - rezultantá 


RHOMBUS - romb 

RIGHT-HAND SUPPORT - suportul din 
dreapta 

RIGID BODY - corp rigid 

RING - inel 

RIVET - nit 

ROD - tijá 

ROD UNDER ITS OWN WEIGHT - tijá 
sub greutate proprie 

ROLLED COMPONENT -piesá laminatá 
ROLLED STEEL - otel laminat 
ROLLED-STEEL SHAPES - profile din 
otel laminat 

ROLLING - rostogolire 

RULE - regulá 

RUPTURE - rupere 

RUSTING - ruginire 


S 

SAINT-VENANT'S PRINCIPLE  - 
principiul lui Saint-Venant 
SAMPLE PROBLEM - 
rezolvatá 

SAVINGS OF MATERIAL - economii 
de material 

SCALAR QUANTITY - márime scalará 
SECOND DEGREE FUNCTION - 
functie de gradul 2 

SECOND - ORDER LINEAR 
DIFFERENTIAL EQUATION - ecuatie 
diferentialá de ordinul doi 

SEMIMAJOR AXIS - semiaxa mare (a 
unei elipse) 

SEMIMINOR AXIS - semiaxa micá (a 
unei elipse) 

SHAFT-DISK-BELT ARRANGEMENT 
-sistem arbore - roată de curea - curea 
SHEAR - forfecare 

SHEAR CENTER - centrul de forfecare 
SHEAR DIAGRAM - diagramă de forte 
tăietoare 


problemă 


ROMANIAN - ENGLISH 


PROASTA INTRETINERE (A 
UTILAJULUI, STRUCTURII, ETC. ) - 
poor maintenance 

PROBLEMĂ REZOLVATĂ - sample 
problem 

PROBLEME PROPUSE SPRE 
REZOLVARE - problems to be assigned 
PRODUSUL ЕГ (ÎNCOVOIERE) - 
flexural rigidity 

PROFIL CU TALPÀ LATÀ - wide- 
flanged 

PROFILE DIN OTEL LAMINAT - 
rolled-steel shapes 

PROIECTARE - design 

PROIECTAREA ARBORILOR DE 
TRANSMISIE - design of transmission 
shafts 

PROIECȚIE - projection 

PROPAGA (A SE -) - propagate (to-) 
PUNCT DE INFLEXIUNE - point of 
inflection 

PUNCTUL DE APLICAȚIE AL SAR- 
CINII - load point of application 
PUTERE - power 

PUTREZIRE - decay 


R 

RADIAN - radian 

RAPORT - ratio 

RAȚIONAMENT - reasoning 

RAZĂ - radius 

RAZĂ DE CURBURĂ - radius of 
curvature 

RAZĂ DE INERTIE - radius of gyration 
REACTIUNE - reaction 
REACTIUNE SUPLIMENTARĂ 
(STATIC NEDETERMINATĂ) - 
redundant reaction 

REAZEM, SUPORT - post 
RECIPIENT CU AER COMPRIMAT- 
compressed-air tank 

REGULÁ - rule 
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SHEAR FLOW - 
tangentiale 

SHEAR MODULUS - 
elasticitate transversal (G) 
SHEARING FORCE - fortá táietoare 
SHEARING STRAIN -  deformatie 
specifică transversală (lunecare specifică) 


fluxul tensiunilor 


modul de 


SHEARING STRESS -  tensiune 
tangențială 

SHEARING STRESSES ON 
TRANSVERSE SECTION - tensiuni 


tangentiale pe secțiuni transversale 
SHELL - înveliş 

SHORT COLUMNS - bare (zvelte) de 
lungime mică, la care nu apare pericolul 
de pierdere a stabilităţii 

SHORT CRACK - microfisurá 
SIMILAR TRIANGLES - triunghiuri 
asemenea 

SIMPLE INTEGRATION - integrare in 
raport cu o singură variabilă 
SIMPLIFYING ASSUMPTION - ipoteză 
simplificatoare 

SIMPLY SUPPORTED BEAM - grindă 
simplu rezemată 

SINGLE SHEAR - forfecare simplă 
SINGULARITY FUNCTIONS - funcții 
singulare 

SLENDER BEAMS - grinzi zvelte 
SLENDER MEMBER - bară (element) 
zveltă 

SLENDERNESS RATIO - coeficient de 
zveltete 

SLIP - alunecare 

SLOPE - pantá 

SLOWLY INCREASING LOAD `- 
sarcină uşor crescătoare 

SMOOTH HORIZONTAL SURFACE - 
suprafaţă orizontală netedă 

SOLID BODY - corp solid 

SOLID CYLINDRICAL SHAFT - arbore 
de transmisie cilindric masiv (plin) 
SOLUTION - soluţie (la o problemă) 


ROMANIAN - ENGLISH 


RELATIA LUI NAVIER 
(ÎNCOVOIERE) - elastic flexure formula 
RELAŢII ÎNTRE SARCINĂ, FORŢĂ 
TĂIETOARE ŞI MOMENT ÎNCOVO- 
IETOR - relations among load, shear and 
bending moment 

REZILIENTÁ - resilience 

REZISTENŢA LA COROZIUNE - 
corrosion resistance 

REZISTENŢA LA CURGERE - yield 
strength 
REZISTENŢA LA OBOSEALĂ - 
endurance limit 

REZISTENŢA LA RUPERE - breaking 
strength 
REZISTENŢA MATERIALELOR  - 
strength of materials 
REZULTANTĂ - resultant 
RIGIDITATE - stiffness 

ROATĂ - wheel 

ROATĂ DE TRANSMISIE - pulley 
ROATĂ DINTATÁ - gear 

ROMB - rhombus 

ROSTOGOLIRE - rolling 

ROTIRE - slope 

ROZETÀ TENSOMETRICĂ - 
rosette 

RUGINIRE - rusting 

RULMENT - bearing 

RUPERE - fracture; rupture 
RUPTURA, RUPERE, AVARIE, DIS- 
TRUGERE, CEDARE, DEFECTARE, 
ÎNTRERUPERE, ETC. - failure 


strain 


S 

SÁGEATÁ - deflection 

SĂGEATĂ MAXIMĂ - maximum 
deflection 

SĂGEATĂ PE DIRECŢIE ORIZON- 
ТАГА - horizontal deflection 

SĂGEATĂ PE DIRECŢIE VERTICALĂ 
-vertical deflection 
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SPAN - deschidere (a unei grinzi) 
SPECIFIC WEIGHT - greutate specificá 
SPECIMEN - epruvetă 

SPHERICAL PRESSURE VESSELS - 
vase de presiune sferice 

SPLICE - imbinare cap la cap 

SQUARE CROSS SECTION - sectiune 
transversalá pátraticá 

SQUARE OF SIDE a-...- pătrat cu 
latura а=... 

STABILITY - stabilitate 

STABILITY ОЕ STRUCTURES - 
stabilitatea structurilor 

STABLE - stabil (à) 

STRAIN GAGE - marcá tensometricá 
STATICALLY INDETERMINATE - 
static nedeterminat (ă) 

STATICALLY INDETERMINATE 
BEAMS - grinzi static nedeterminate 
STATICALLY INDETERMINATE 
BEAM TO THE FIRST DEGREE - 
grinda simplu static nedeterminate 
STATICALLY INDETERMINATE 
SHAFTS - arbori static nedeterminati 
STATICS - statica 

STEAM TURBINE - turbiná cu abur 
STEEL - otel 

STEEL ANGLE - cornier din otel 
STEEL CABLE - cablu de otel 
STEEL CORE - miez de otel 

STEP FUNCTION - funcţie treaptă 
STIFFNESS - rigiditate 

STONE - piatră 

STRAIGHT BAR - bară dreaptă 
STRAIGHT LINE - linie dreaptă 
STRAIN - deformaţie specifică 
STRAIN ENERGY - energie 
deformatie 

STRAIN ENERGY DENSITY - energie 
specificá de deformatie 

STRAIN ENERGY IN BENDING - 
energie de deformatie la incovoiere 


de 


ROMANIAN - ENGLISH 


SÁGEATA SI ROTIREA IN PUNCTUL 
A - deflection and slope at point А 
САТВА - washer 

SARCINĂ (FORŢĂ) APLICATĂ ÎN 
CENTRUL DE GREUTATE-centric load 
SARCINĂ APLICATĂ CU ŞOC -impact 
loading 
SARCINÀ CAPABILÁ - allowable load 
SARCINÁ CICLICÀ - cyclic 1044: 
repeated loading 

SARCINĂ CRITICĂ - critical load 
SARCINĂ DINAMICĂ - dynamic load 
SARCINĂ FICTIVĂ - fictitious 
dummy load 

SARCINĂ NECUNOSCUTĂ - unknown 
load 
SARCINĂ STATICĂ ECHIVALENTĂ - 
equivalent static load 

SARCINĂ UŞOR СВЕЅСАТОАВЕ - 
slowly increasing load 

SARCINI DISTRIBUITE - distributed 
loads 

SCARÁ LOGARITMICÁ - logarithmic 
scale 

SCÂNDURĂ - plank 

SECTIONA (A-) - cut (to-) 

SECTIUNE CIRCULARÁ -circular cross 
section 
SECŢIUNE DREPTUNGHIULARĂ - 
rectangular cross section 

SECŢIUNE INELARĂ - annular cross 
section 
SECŢIUNE OBLICĂ - oblique section 
SECTIUNE TRANSVERSALÁ CONS- 
TANTÁ - uniform cross-section 
SECŢIUNE TRANSVERSALÀ DE 
FORMÁ TRAPEZOIDALÁ - trapezoidal 
cross section 

SECŢIUNE TRANSVERSALĂ РЕ 
FORMĂ TRIUNGHIULARĂ - triangular 
cross section 


ОГ 
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STRAIN ENERGY IN TORSION - 
energie de deformatie la torsiune 
STRAIN ROSETTE -rozetá tensometricá 
STRAIN-HARDENING - ecruisare 
STRAP - bandă, curea 
STRENGTH OF 
rezistenta materialelor 
STRESS - tensiune 
STRESS AT A POINT - tensiunea dintr- 
un punct 

STRESS COMPONENTS -componentele 
tensiunii 

STRESS CONCENTRATORS - 
concentratori de tensiune 

STRESS LEVEL - nivelul tensiunii 
STRESS-CONCENTRATION FACTOR 
- coeficient (factor) de concentrare a 
tensiunilor 

STRESSES UNDER | COMBINED 
LOADINGS - tensiuni în cazul 
solicitărilor compuse 

STRESS-STRAIN DIAGRAM - 
diagrama tensiune-deformatie specifică 
STRETCH (TO-) - întinde, trage (a-) 
STRIKE (TO-) -lovi (a-) 

STRUCTURE - structurá 

STUBBY COLUMN - bará de lungime 
micá 

SUPERPOSITION METHOD -principiul 
suprapunerii de efecte 

SYMMETRY - simetrie 


MATERIALS  - 


T 

TABLE - tabel 

TAPER HOLE - gaurá conicá 

TAPERED BAR - bará conicá 
TEMPERATURE CHANGES - variatii 
de temperaturá 

TEMPERED STEEL - otel revenit 
TENSILE STRESS -tensiune de tractiune 
TENSILE TEST - incercare la tractiune 
TEST - incercare 


ROMANIAN - ENGLISH 


SECŢIUNE TRANSVERSALĂ ELIP- 
TICĂ - elliptic cross section 

SECȚIUNE TRANSVERSALĂ PĂ- 
TRATICĂ - square cross section 
SECȚIUNE TRANSVERSALĂ VA- 
RIABILĂ - variable cross section 
SEMIAXA MARE (A UNEI ELIPSE) - 
semimajor axis 

SEMIAXA MICĂ (A UNEI ELIPSE) - 
semiminor axis 

SEMN NEGATIV (POZITIV) - negative 
(positive) sign 

SÂMBURE CENTRAL - kern 
SIMETRIE - symmetry 

SÂRMĂ (FIR) DE SECȚIUNE CIRCU- 
LARÁ - circular wire 
SISTEM ARBORE - 
CUREA-CUREA  - 
arrangement 

SOL - ground 
SOLICITARE AXIALÁ - axial loading 
SOLUTIE (LA O PROBLEMÁ)-solution 
STABIL - stable 

STABILITATE - stability 
STABILITATEA STRUCTURILOR - 
stability of structures 

STARE COMPLEXĂ DE TENSIUNE - 
general state of stress 

STARE DE TENSIUNE BIAXIALĂ - 
biaxial stress condition 

STARE PLANĂ DE DEFORMATIE - 
plane state of strain 

STARE PLANĂ DE TENSIUNE - plane 
state of stress 

STARE SPAŢIALĂ DE TENSIUNE - 
three-dimensional state of stress 

STARE PLANĂ DE DEFORMATIE - 
plane state of strain 

STATIC | NEDETERMINAT 
statically indeterminate 
STATICA - statics 

STICLĂ - glass 


ROATĂ DE 
shaft-disk-belt 


(А) - 
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THEORY OF ELASTICITY - teoria 


elasticitátii 
THERMAL STRAIN -  deformatie 
specifică cauzată de variații de 
temperatură 


THICKNESS - grosime 
THIN-WALLED EXTRUDED BEAM - 
grindă extrudată cu pereți subțiri 
THIN-WALLED HOLLOW SHAFTS - 
tuburi cu pereți subțiri 

THIN-WALLED MEMBERS - bare cu 
pereți subțiri 

THIRD DEGREE FUNCTION - funcție 
de gradul 3 

THREE-DIMENSIONAL STATE OF 
STRESS - stare spațială de tensiune 
TIMBER - cherestea 

TORQUE (TWISTING COUPLE) - 
moment de torsiune 

TORSION - torsiune 

TORSION TESTING MACHINE - 
maşină de încercări la torsiune 
TORSIONAL SPRING - arc de torsiune 
TOTAL DEFORMATION - deformatie 
totală 

TRANSMISSION SHAFT - arbore de 
transmisie 
TRANSVERSE 
transversale 
TRANSVERSE CONTRACTION  - 
contracție transversală 
TRANSVERSE LOAD - 


FORCES - forțe 


sarcină 


transversală 
TRAPEZOIDAL CROSS SECTION - 
secțiune transversală de formă 
trapezoidală 
TRIANGULAR CROSS SECTION - 
secțiune transversală de formă 
triunghiulară 


TRUSS — grindă cu zăbrele 


ROMANIAN - ENGLISH 


STRAT DE ARAMÁ - brass layer 
STRUCTURĂ - structure 

STRUCTURĂ  JDEFORMABILÁ  - 
deformable structure 

STRUCTURI BIDIMENSIONALE-two- 
dimensional structures 

SUDURÁ - weld 

SUPORTUL DIN DREAPTA -right-hand 
support 

SUPRAFATÁ DE CONTACT - bearing 
surface 

SUPRAFAŢĂ LIBERĂ - free surface 
SUPRAFAŢĂ NEUTRĂ -neutral surface 
SUPRAFAŢĂ ORIZONTALĂ NETE- 
DĂ - smooth horizontal surface 


5 
STIFT, CEP - peg 


T 

TABEL - table 

TENSIUNE - stress 

TENSIUNE (PRESIUNE) DE CON- 
TACT - bearing stress 

TENSIUNE ADMISIBILĂ - allowable 
stress 
TENSIUNE CIRCUMFERENŢIALĂ 
(VASE CU PEREŢI SUBȚIRI) - hoop 
stress 

TENSIUNE CRITICĂ - critical stress 
TENSIUNE DE COMPRESIUNE - 
compressive stress 

TENSIUNE DE TRACTIUNE - tensile 
stress 
TENSIUNE MEDIE - average stress 
TENSIUNE NORMALĂ - normal stress 
TENSIUNE TANGENTIALÁ - shearing 
stress 
TENSIUNEA DINTR-UN PUNCT-stress 
at a point 
TENSIUNI ÎN CAZUL SOLICITĂRI - 
LOR COMPUSE - stresses under 
combined loading 
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TWO-DIMENSIONAL STRUCTURES - 
structuri bidimensionale 


U 

UNIFORM CROSS-SECTION - sectiune 
transversalá constantá 

UNIFORM WALL THICKNESS - perete 
de grosime constantá 

UNIT - unitate 

UNKNOWN LOAD = 
necunoscutá 

UNLOADING - descárcare 
UNPREVENTABLE NATURAL 
CAUSES - cauze naturale imprevizibile 
UNSTABLE - instabil (à) 
UNSYMMETRIC BENDING - 
încovoiere oblică 


V 

VARIABLE CROSS SECTION -sectiune 
transversalá variabilá 

VECTOR - vector 
VECTORIAL QUANTITY - 
vectorialá 

VELOCITY - vitezá 
VERTICAL DEFLECTION - ságeata pe 
directie verticalá 

VERTICAL PLANE - plan vertical 
VIBRATION - vibratie 

VICE (VISE) - menghiná 

VOLUME - volum 


sarciná 


márime 


W 

WASHER - saibá 

WEB BEAM - grindá cu inimá pliná 
WELD - sudurá 

WHEEL - roatá 

WIDE-FLANGED - profil cu talpă lată 
WIDE-FLANGED BEAM - grindá din 
profil cu talpă lată 

WIDTH - látime 

WIRE - fir 

WOODEN BEAM - grindă de lemn 


ROMANIAN - ENGLISH 


TENSIUNI PRINCIPALE - principal 
stresses 

TENSIUNI REMANENTE - 
stresses 

TENSIUNI TANGENTIALE LONGI - 
TUDINALE - longitudinal shearing 
stresses 

TENSIUNI TANGENTIALE PE SEC - 


residual 


TIUNI TRANSVERSALE - shearing 
stresses on transverse sections 
TEOREMA AXEI PARALELE 


(RELATIILE LUI STEINER) - parallel- 
axis theorem 

TEOREMA LUI CASTIGLIANO - 
Castigliano's theorem 

TEOREMA RECIPROCITÁTII DEPLA- 
SÁRILOR (MAXWELL)- Maxwell's 
reciprocal theorem 

TEORIA ELASTICITÁTII - theory of 
elasticity 

TEORIA ENERGIEI MAXIME MODI- 
FICATOARE DE FORMĂ - maximum- 
distortion-energy criterion 

TEORIA TENSIUNII NORMALE 
MAXIME -  maximum-normal-stress 
criterion 

TEORIA TENSIUNII TANGENTIALE 
MAXIME - maximum-shearing-strength 
criterion 

TEORII DE CURGERE - yield criteria 
TEORII DE RUPERE - fracture criteria 
TERMINATIE APLATIZATĂ -flat end 
TIJÁ-rod 

TIJÁ SUB GREUTATE PROPRIE - rod 
under its own weight 

TORSIUNE - torsion 

TRAGE (A-) -pull (to-) 

TRASA (A-) -plot (to-) 

TRATAMENT TERMIC - heat treatment 
TRIUNGHIURI ASEMENEA - similar 
triangles 

TRUNCHI DE CON - frustum of a 
circular cone 
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WOODEN MEMBERS - elemente din 
lemn 

WORK - lucru mecanic 

WRAP - înfăşurare 


Y 

YIELD CRITERIA - teorii de curgere 
YIELD STRENGTH - rezistenţa la 
curgere 


YIELDING - curgere (a materialului) 


ROMANIAN - ENGLISH 


TUBURI CU PERETI SUBTIRI - thin- 
walled hollow shafts 
TURBINÀ CU ABUR - steam turbine 


T 
TEAVÁ - pipe 
TEAVA DE ALUMINIU-aluminum pipe 


U 

UNGHI - angle 

UNGHI DE TORSIUNE - angle of twist 
UNGHI DIEDRU - diedral angle 
UNITATE - unit 


V 

VALOARE MEDIE - average value 
VALOARE NUMERICÁ - numerical 
value 

VARIAŢII DE TEMPERATURĂ - 
temperature changes 

VAS CILINDRIC DIN ALAMÁ - 
cylindrical brass vessel 

VASE DE PRESIUNE CILINDRICE - 
cylindrical pressure vessels 

VASE DE PRESIUNE SFERICE - 
spherical pressure vessels 

VECTOR - vector 

VERIFICA (A-) - check (to-) 

VIBRATIE - vibration 

VITEZÁ - velocity 

VITEZĂ DE ROTAŢIE - frequency of 
rotation 

VITEZĂ MAXIMĂ ADMISIBILÁ - 
maximum allowable speed 
VITEZĂ UNGHIULARĂ - 
velocity 

VOLANT - flywhell 

VOLUM - volume 


angular 


Z 
ZONA PLASTICÁ - plastic zone 
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CARACTERISTICI GEOMETRICE INERTIALE ALE UNOR SUPRAFETE SIMPLE 


Anexa | 


Forma secţiunii 
transversale 


Formule de calcul 


Forma secţiunii 
transversale 


Formule de calcul 


3 
2 
12 
3 
ERE 
кр 


P сє a ш 
2 3 a+b 

I _ha+4ab+b 

^ 36 a+b ` 


h laba +b”). 


у _ (В? +2ab) 
: 36B 
h | B'(B-ab)- 


су 


-d(B-d)- (B° *2ab) 


h 
I, =—— (B -24)(В° +2ар). 
Dr X ab) 


| 


3 
b 722 c b I bh | 
2 22:12 
ze -Apah g j 20706 +), 
2° 36 ; 12 
3 2 
y z hb __hbe 
” 48 y 2 12 
Hexagon 
„=I 25881 
” 16 


Poligon cu n laturi egale 
4 


[AR 
24 


sin a(2 + соѕа); 


“па” sina(2 + cosa) 
96 (1-сов0) 
n-3, I-a'43/96 


I 
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Anexa II 


І, ŞI W, PENTRU DIFERITE FORME ALE SECTIUNILOR TRANSVERSALE ALE 


BARELOR SOLICITATE LA TORSIUNE 


No Forma secţiunii Ї, Уу, Observatii 
transversale 
Сах 
; aR' — ud : zR? _ ла : Se dezvoltá pe conturul 
2 32 2 16 secțiunii 
: прау | жа) 
32 16D T max 
Se dezvoltă pe conturul 
secțiunii 
ла 
2 2 Ра 
5 mno = а@+ fb mb D 
5 anb 2 2 —-nz] 
2a n’ +1 
an (b; ин b!) an(b; 25 b!) 5-а notat 
4 n^ +1 2b, e scere 
b, b, 
АО? 201. (2 - aria suprafeţei 
di delimitate de linia 
5 mijlocie a peretelui barei; 
t(s) T ax Se dezvoltă acolo unde t 
are valoare minimă (£ = fmin) 
Se admite că 
6 2nr^t 2787 [««r 
T. "Const. 
2b^h* T „a se dezvoltă acolo unde t 
b 2bht, in are valoare minimă (f = tmin) 
0, + е Б 


tmin = min (А, 12) 
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ANEXA III 


М PROFIL I 
CARACTERISTICI GEOMETRICE 
STAS 564 — 80 

2 

ё 

29 

5-4 
4 
Simbol Dimensiuni [mm] Aria | Simbol 
ко 1 Akay 3 5 T d M : Sem] 
H b t 4-8 Jr А[ст2] L[cm] | Мет] | Мет] Џет] | Wy,[cm] уст] 

I8 80 42 5,9 3,9 2,3 7,58 77,8 19,5 3,2 6,29 3,0 0,91 11,4 I8 
I10 100 |50 6,8 4,5 2,7 10,6 171 342 4,01 12,2 4,88 1,07 19,9 I 10 
I12 120 |58 7,7 5,1 3,1 14,2 328 54,6 4,81 21,5 7,41 1,23 31,8 112 
114 140 |66 8,6 5,7 3,4 18,3 573 81,9 5,61 36,2 10,71 1,40 47,7 114 
116 160 |74 9:5 6.3 3,8 22,8 935 117 6,4 54,7 14,8 1,55 68,0 116 
118 180 |82 104 |6,9 4,1 27,9 1450 161 7,2 81,3 19,8 1,71 93.4 I18 
120 200 |90 11,3 |7,5 4,5 33,5 2140 214 8,0 117 26,0 1,87 125 120 
122 220 |98 11,92 | 8,1 4,9 39,6 3060 278 8,80 162 33.1 2,02 162 122 
124 240 106 12,80 | 8,7 5,2 46,1 4250 354 9:59 221 41,7 2,20 206 I 24 
126 260 113 13,77 | 9,4 5,6 53,4 5740 442 10,4 288 51,0 2,32 257 126 
128 280 119 14,85 | 10,1 6,1 61,1 7590 542 11,1 364 61,2 2,45 316 I 28 
130 300 125 15,82 |10,8 |6,5 69,1 9800 653 11,9 451 7252 2,56 381 130 
132 320 131 16,92 | 11,5 |6,9 77,8 12510 782 12,7 555 84,7 2,67 457 132 
136 360 143 19,05 | 13,0 |7,8 97,1 19610 1090 14,2 818 114 2,90 638 136 
140 400 155 |2110 (144 |8,6 118 29210 1460 15,7 1160 149 3,13 857 140 
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ANEXA IV 


PROFIL L cu aripi neegale 


CARACTERISTICI INERTIALE 


STAS 424 — 80 


Dimensiuni [mm] Aria Distanta dintre axe [mm] Caracteristici inertiale 
Denumire [mm] sectiunii Z-Z -y 8-5 1-1 1-1 2-2 
а g r Ii transver | e u Vi У) LE W;W, ii 1-1, iz L-Lb Wa in Izy 
sale [cm"] | (сн [em] |[em"] | [ст] |[em"] | [em] | [ст] | (от) 
[cm'] 
20x20x3 20 |3 35 12 1,12 0,60 | 1,41 | 0,84 | 0,70 | 0,39 0,28 0,59 10,61 0,74 10,16 0,19 0,38 0,25 
20x20x4 20 |4 3,5. 12 1,45 0,664 | 1,41 | 0,90 | 0,71 |0,41 0,36 0,58 |0,7 0,73 0,21 0,23 0,38 0,28 
25x25x3 25-13 3,5 12 1,42 0,72 | 1,77 | 1,02 |0,87 |0,80 0,45 0,75 1,26 0,94 |0,33 0,32 0,48 0,465 
25x25x4 25 |4 3,5 |2 1,85 0,76 |1,77 | 1,08 10,89 | 1,01 0,58 0,74 1,60 0,93 0,43 0,40 0,48 0,585 
25x25x5 25 | 5 3,5 |2 |2,26 0,80 | 1,77 | 1,13 10,91 | 1,20 0,71 0,73 1,89 0,91 0,52 0,46 0,48 0,685 
30x30x4 30 |4 5 2,5: |:2,27 0,88 |2,12 | 1,24 | 1,05 | 1,80 0,85 0,89 [2,85 1,12 |0,75 1,61 0,58 1,05 
30x30x5 30 |5 5 2,5 | 2,78 0,92 |2,12 | 1,30 | 1,07 | 2,16 1,04 0,88 [3,41 1,41 0,92 0.70 0,57 1,245 
35x35x4 35 |4 5 2,5 | 2,67 1,00 | 2,47 | 1,42 | 1,24 | 2,95 1,18 1,05 [4,68 1,33 1,23 0,86 0,68 1,725 
35x35x5 35 |5 5 2,5 | 3,28 1,04 12,47 | 1,48 | 125 | 3,56 1,45 1,04 | 5,64 1,31 1,49 1,01 0,67 | 2,075 
40 x 40x4 40 |4 6 3 [3,08 1,12 | 2,83 | 1,64 | 1,42 | 5,43 1,91 1,20 | 8,60 1,51 2,26 1,37 0,78 12,62 
40x 40x 5 40 |5 6 3 13,79 1,16 | 2,83 | 1,64 | 1,42 | 5,43 1,91 1,20 | 8,60 1,51 2,26 1,37 0,77. | 3,7 
45x45x5 45 | 5 7 3,5 | 4,30 1,228 |3,18 | 1,81 | 1,58 | 7,84 2,43 1,35 12,4 1,70 |3425 1,80 0,87 | 4,575 
45x45x6 45 |6 7 3,5 | 5,08 1,32 |3,18 | 1,87 | 1,59 |9,16 2,88 1,34 14,5 1,69 | 3,82 |2,04 0,87. | 5,34 


Aria Distanta dintre axe [mm] Caracteristici inertiale 

Denumire [mm] Dimensiuni [mm] | secţiunii 7-1 -y 8-8 1-1 1= 1 2-2 
а g r Ii transver | e u Vi У) 1-1, УУ, | 21, 1-1, i: L-Lb Wa În Ls 

sale [cm"] | [em] [em] |[em"] | [ст] |[em"] | [em] | [em] | [ст] 

[cm'] 
50x50x5 50 |5 7 3,5 | 4,80 1,40 | 3,54 | 1,98 | 1,76 |12,80 | 3,61 1,50 17,4 1,90 | 4,54 | 2,59 0,97 16,43 
50 х 50х6 50 |6 7 3,5 | 5,69 1,45 | 3,54 | 2,01 | 1,77 | 12,80 |3,61 1,50 [20,4 1,89 | 5,33 2,61 0,97 | 7,535 
50x50x7 50 |7 7 3,5 | 6,56 1,49 |3,54 3,10 | 1,78 | 14,60 | 4,16 149 [23,1 1,88 | 6,10 2,91 0,96 8,5 
60 x 60x 5 60 |5 8 4 |5,82 1,64 (4,4 | 2,32 | 2,11 | 194 4,45 1,82 | 30,7 2,30 |8,02 3,45 1,17 11,34 
60x 60x 6 60 |6 8 4 [6,91 1,69 |424 | 2,39 | 2,11 | 22,8 5,29 1,82 | 362 2,29 |9,43 3,95 1,17 13,385 
60x 60x 8 60 |8 8 4 | 9,63 1,77 |4,24 | 2,50 | 2,14 | 292 6,89 1,280 | 462 2,26 12,1 4,86 1,16 17,05 
60 x 60 x 10 60 |10 |8 4 11,1 1,85 |4,24 | 2,61 | 2,17 | 34,9 8,41 1,78 |55, 2:23 14,8 5,67 1,16 | 20,15 
70 x 70x 6 70 |6 9 4,5 | 8,13 1,93 | 4,95 |2,73 | 2,46 | 36,9 7,27 2,13 53,5 2,68 15,2 5,69 1,37 19,15 
70 x 70x 7 70 |7 9 4,5 | 9,40 1,97 |4,95 | 2,79 | 2,47 | 42,4 8,41 2,412 | 67, 2,67 17,5 6,27 1,36 | 24,8 
70 x 70x 8 70 |8 9 4.5 | 10,60 2,01 |4,95 | 2,85 | 2,49 | 47,5 9,52 2,11 75,3 2,66 19,7 6,91 1,336 | 27,8 
70 x 70 x 10 70 |10 |9 4,5 | 13,10 2,00 [| 4,95 | 2,6 | 2,52 | 572 11,70 2,09 190,5 2,63 239 8,09 1,35 33,3 
80x 80x6 80 |6 10 15 19,135 2,17 |5,66 |3,07 | 2,82 | 55,8 9,57 2,44 | 88,5 3,08 |23,1 7,55 1,56 132,7 
80 х 80x8 80 |8 10 [5 12,30 2,26 | 5,66 | 3,19 | 2,82 | 722 12,6 2,43 115 3,06 | 29,8 9,36 1,55 [42,6 
80 x 80 x 10 80 |10 (110 (5 15,1 2,34 | 5,66 | 3,30 | 2,85 | 87,5 15,4 2,41 139 3,03 36,3 11,0 1,55 51,35 
90x90x8 90 |8 11 | 5,5 | 13,9 2,50 [6,36 | 3,53 | 3,17 | 104 16,1 2,74 166 345 |43,1 122 1,76 161,45 
90 x 90x9 90 |9 11 | 5,5|15,5 2,54 |6,36 | 3,59 | 3,18 | 116 18,0 274 184 345 |47,8 13,3 1,76 |608,l 
90x 90x 11 90 |11 |11 |5,5| 18,7 2,62 16,36 | 3,70 | 321 | 138 21,6 2,72 |218 3,41 57,1 15,4 1,75 80,45 
100 x 100x 8 100 | 8 12 16 15,5 2,74 | 7,07 | 3,87 | 3,52 | 145 19,9 3,06 | 230 3,85 | 59,8 15,4 1,96 85,1 
100 x 100 x 10 100/10 (12 |6 19,2 2,82 | 707 | 3,99 | 3,54 | 177 24,6 3,04 |280 3,83 72,9 18,3 1,95 103,55 
100 x 100 x 12 100 | 12 |12 |6 |22,7 2,90 |7,07 | 4,11 | 3,57 | 207 29,1 3,02 |328 3,80 |55,7 209 1,94 121,15 
120 x 120 x 10 120 | 10 |13 |6,5 | 232 3,31 | 8,49 | 4,69 | 4,23 | 313 36,0 3,67 |497 4,63 129 215 2,36 184 
120 x 120 x 12 120 | 12 |13 |6,5 | 27,5 3,40 | 8,49 | 4,80 | 4,26 | 368 42,7 3,65 | 584 4,60 151 31,5 2,35 216,5 
130 x 130 x 12 130 | 12 |14 |7 1303 3,64 19,19 | 5,15 | 4,60 | 472 50,4 3,97 |750 5,00 194 37,27 |2,54 |278 
130 x 130x 14 130 | 14 (14 |7 |347 3,72 |9,19 | 5,26 | 4,63 | 540 58,2 3,94 |857 4,97 |223 424 | 2,53 317 
140 x 140 x 12 140 | 12 (15 |7,5 | 32,5 3,90 |9,90 | 5,50 | 5,04 | 602 59,7 4,31 957 5,43 | 248 449 | 2,76 | 354,5 
140 х 140х 14 140 | 14 (15 |7,5 | 37,6 3,98 | 9,90 | 5,61 | 5,07 | 689 68,8 4,30 1094 5,42 | 284 50,5 2,74 | 405 
150 х 150x 14 150 | 14 (16 (8 1403 4221 |10,6 | 5,95 | 5,31 | 845 78,2 4,58 1340 5,77 |347 58,3 2,94 | 496,5 
150 х 150 х 16 150/16 (16 |8 |45,7 4.29 |10,6 |6,07 | 5,34 | 949 88,7 4,56 1510 5,74 |391 644 | 2,93 559,5 
160 x 160 x 12 160 | 12 |17 |8,5|374 4,39 |11,3 16,19 | 5,74 | 913 78,6 4.94 1450 6,23 376 60,5 3,17 |537 
160 х 160 х 14 160 | 14 |17 | 8,5 | 43,3 447 |11,3 |6,30 | 5,77 | 1046 90,8 4.92 1662 6.20 |431 68,1 3,16 |615,5 


ANEXA V 


PROFIL L cu aripi neegale 


CARACTERISTICI INERTIALE 
STAS 425 — 80 


Denumire 


Dimensiuni [mm] 


Distanta dintre axe [mm] 


Caracteristici inertiale 


A 
[mm] (са во у-у z-z &-& 1-5 
1, W, i, I. W, i, 1, і 1, і 1, 
а 5 g r n ez e; u n n v2 з [стт (спр) [em] [cm*] | [em?] | [em] [emt] [em] [em] [em] [ст] 
30х20х3 EXT NUUS 143 | 0,99 | 0,50 |205 | 151 [0,86 | 1,04 | 056 | 0,427 125 | 0,62 | 093 | 044 | 029 [0,55 |143 | 1,00 | 026 | 042 10,43 
30x20x4 4 |” 186 | 1,03 | 0,54 | 202 | 1,52 [0,91 ‚04 | 0,58 | 0,427 159 | 081 | 192 | 0655 | 038 [0,55 [1,81 [0,99 | 033 | 042 [0,54 
40x20x3 sulcus са ирж 173 | 142 | 0,44 | 261 | 177 [0,79 (1,9 | 046 | 0257 2,80 | 1,09 | 027 | 047 | 030 | 0,52 |296 | 131 |031 | 042 [0,64 
40x20x4 4 |" 226 | 147 | 048 | 2,58 | 1,80 [0,83 | 1,17 | 0,50 | 0252 3,9 | 1,42 | 126 [0,60 | 039 | 0,51 [3.80 | 1,30 | 039 | 042 |0,81 
45x30x4 25:11:56 ат 2,86 | 148 | 0,74 | 306 | 223 | 121 „58 | 0,80 | 0,434 5,77 | 191 | 142 | 205 | 091 | 0,85 |663 | 1,52 | 1,19 | 0,65 [1,98 
45x30x5 5 > 3,52 | 1,52 [0,78 [3,04 | 226 | 127 | 1.58 | 0,83 | 0,429 698 [235 | 141 [2,47 | 111 1084 |800 | 1,51 | 145 | 0,64 1237 
60x30x5 a en а la 429 |2,15 | 0,68 | 389 |2,7 | 120 | 1,77 | 0,72 | 0256 15,6 | 404 | 190 | 2,60 | 1,12 | 078 [16,5 |196 | 1,69 | 0,63 [3,56 
60x30x6 6 508 | 220 | 0,72 | 3,86 | 2,09 | 125 | 1,75 | 074 | 0252 182 | 478 | 1,89 | 3,02 | 132 [0,77 1192 | 195 | 1,99 | 0,63 14,06 
60x40x5 5 479 | 196 | 097 | 410 | 301 | L68 | 24 1,10 | 0,434 172 | 425 | 1,89 | 611 | 202 | 1,13 [19,8 [2,03 | 3,54 | 0,86 [5,99 
60x40x6 60 | 40 6 |6 |3 568 | 2,00 1,01 [408 | 302 | L72 | 240 | 1,12 | 0431 20,1 | 503 | L88 | 7,12 | 238 | 1,12 (23,1 | 202 | 415 | 0,86 [6,91 
60x40x7 7 655 | 2,04 | 105 | 406 | 303 | 1,77 | 2,09 | 1,14 | 0,427 229 | 579 | 187 | 807 | 274 [111 [26,3 | 2,00 | 475 | 0,85 [7,86 
65x50x6 6 6,58 | 204 | 129 | 432 | 3,60 | 2,15 | 239 | 1,50 | 0,575 272 | 64 2,03 [140 [3,77 | 146 (338 | 227 | 743 | 1,06 [11,37 
65x50x7 65 | 50 7 165135 17,60 |208 | 133 | 450 | 3,62 | 249 | 239 | 1,52 [0,572 31,1 | 703 | 2,02 | 15,9 | 4,34 | 145 [38,5 |225 |851 | 1,06 113,9 
65x50x8 8 860 | 2,11 [137 | 449 [3,64 | 223. | 239 | 1,54 | 0,569 348 | 793 | 201 | 17,7 | 489 | 1,44 [43,0 [223 |9,57 [1,50 |143 


240 


Denumire Dimensiuni [mm] A Distanta dintre axe [mm] Caracteristici inertiale 
[mm] |сш | ва у-у Z-Z 5-5 п-п 
„|| 39 1, ж. | i 1 i I i І, 
а b 8 r n ez e; n n n va з [стт (спр) [em] [cm*] | [em?] | [em] [сш] [er] [em] [em] [ст] 
65х50х9 9 |65 [35 1958 [215 [149 | 448 | 3,63 [228 | 236 | 1.57 | 0567 [382 | 877 [200 | 194 | 5.39 | 142 |470 [225 | 1065 | 105 1157 
75x50x7 75| 50 | 7 [6,5 13,5 [831 |248 [125 | 510 [3.77 | 23 [2,63 | 138 | 0433 [| 464 |924 [236 |165 | 439 | L41 [833 | 2,53 | 9,57 | 1,07 [15,09 
80x60x7 80| 60 | 7 [8 [4 938 |251 [1,52 | 555 | 379 | 2.7 |2,92 | 140 [| 0,546 | 59,0 [107 | 251 | 284 | 634 | 1,74 [72,00 | 2,77 | 154 | 128 [23/7 
80x65x6 6 841 |239 | 1,65 | 561 [463 [2,69 | 294 | 201 | 0649 | 529 |941 | 21 | 312 | 644 | 193 [685 [2,85 | 156 | 135 (242 
80x65x8 8 10 [247 [1,73 |] 5,59 |465 | 279 | 994 | 205 | 0,645 [| 681 [123 | 249 | 40, | 8,41 | 191 [880 |282 | 203 | 136 [30,9 
80x65x10 10 36 [255 [181 | 556 | 168 | 290 | 295 | 2.1 |0640 | 822 [15.1 | 246 |483 | 103 | 189 [10,6 |2,79 | 248 | 135 (368 
90x60x6 o| 60 26:18 |, 869 | 2,89 | 141 |614 | 450 |246 | 3.16 | 160 | 0442 [| 717 | 1,7 [2,87 [258 | 561 | L72 [828 | 3.09 | 146 | 130 [252 
90x60x8 8 14 [2,97 [149 |611 | 454 | 2,6 | 315 | L69 | 0437 | 92,5 | 15.4 | 285 |33.0 | 731 |170 1107 [3,06 | 190 | 129 132, 
100x50x8 002125 812545 14 [3.9 [112 | 649 | 444 | 200 | 296 | 148 | 0257. | 116 [181 [3.18 | 19,5 | 564 |131 |123. [328 | 127 | L05 [267 
100x50x10 10 É 41 |367 |12 |643 |440 | 208 | 293 | 122 | 0253 [141 [222 [316 [234 [617 | 129 |149 [325 | 154 | 105 [316 
100x75x7 7 19 | 3.06 [183 | 696 | 542 | 3.10 | 3,61 [2,18 | 6553. |118 [170 [3.5 | 569 | 100 | 2.19 1145 |349 | 301 | L59 (487 
100x75x9 00 | 75 9 |10 |5 51 [315 | 191 | 691 | 545 | 322 | 3.63. | 222 | 6549. |148 [215 [313 | 710 [127 [217 (181 | 347 [378 | 1,59 [60,5 
100x75x11 11 82 |323 | 199 | 687 | 549 |332 [3.65 |227 | 0545 (176 |259 |311 | 840 | 153 |2,15 [214 | 344 [45.1 | L58 1713 
120х80х8 8 5,5 [383 | 1,87 |823 | 599 | 327 [423 | 246 | 0437 |226 [276 | 3,2 [80,8 | 132 [228 (260 |410 | 46, | 1,3 [79,4 
120х80х10 20| 80 | 10 111 | 5,5 91 |392 | 195 | 848 |603 | 337 | 421 | 249 | 0435 [276 [341 [380 | 981 | 162 | 226 (317 |407 [568 | 1,72 [965 
120x80x12 12 22, |400 | 203 | 844 | 606 | 346 | 420 [225 | 0432. |323 [40,4 |377 |114 |191 [224 [371 [404 | 666 |171 1111 
150x90x10 501 90 L9 155 е5 232 [500 |204 | 101 | 705 | 3,60 | 503 | 224 | 0360 | 533 | 533 | 480 | 146 [210 [2,51 [51 | 5,05 | 883 | 195 [161 
150x90x12 12 ||” 27,5 | 5,8 | 242 [101 | 710 [3,70 | 560 [230 | 0,358 [627 |633 |477 (171 |248 [2,49 [694 | 5,02 | 104 | 1,94 1189 
150x100x10 10 245 | 480 | 234 [103 | 7,50 | 4,10 | 5,25 [2,68 | 0,442 | 552 | 54,1 | 478 | 198 |25.8 | 286 (637 | 5,13 | 112 [215 (191 
150x100x12 50 | 100 | 12 ]13 | 65 [28,7 | 489 | 242 | 102 | 753 | 419 | 524 [273 | 0439 | 650 | 642 | 476 | 232 | 366 | 284 |719 [510 | 132 |2.15 |227 
150x100x14 14 332 [4,97 | 250 | 102 | 7,56 | 428 | 523 | 277 | 0,435 | 744 [741 | 473 [264 | 352 [282 [86 [5,07 | 152 |2,14 [|257 
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ANEXA VI 


PROFIL U 
CARACTERISTICI INERTIALE 
STAS 564 — 80 
2 
2 
2772 
| Dinenstubr [mii] 7 Caracteristici inertiale 
Simbol А|сш | Z-Z y -y 
h b d t R r Іст] | W;/[cm] | [ст] | [em] | Wem] | ifem] | 54ст1 | eem] 
175 50 38 5O 7 3,5 7,12 26,4 10,6 1,92 9,12 3,75 1,13 - 1,37 
U6, 65 42 5,5 7,28 7,5 4 9,03 57,5 17,7 2,52 14,1 5,07 1,25 - 1,42 
U8 80 45 6 | 7,76 4 11,0 106 26,5 3,10 19,4 6,36 1,33 15,9 1,45 
U10 100 50 6 8,26 4,5 13,5 205 41,2 3,91 29,3 8,49 1,47 24,5 1:55 
U12 120 55 7 8,72 4,5 17,0 361 60,7 4,62 43.2 11,1 1,59 36,3 1,60 
U 14 140 60 7 9,72 $ 20,4 605 86,4 5,45 62.7 14,8 1,75 51,4 1,75 
U16 160 65 7,5 | 10,20 5,5 24,0 925 116 6,21 85,3 18,3 1,89 68,8 1,84 
U18 180 70 8 |10,68 5,5 28,0 1350 150 6,95 114 2244 2,02 89,6 1,92 
U 20 200 75 8,5 |11,16 6 32,2 1910 191 7,70 148 27,0 2,14 114 2,01 
1122 220 80 9 |12,14 6,5 37,4 2690 245 8,48 197 33,6 2,30 146 2,14 
U 24 240 85 9.5 |12,62 6,5 42,3 3600 300 9,22 248 39,6 2,42 179 2,23 
U 26 260 90 10 |13,60 7 48,3 4820 371 9,99 317 47,1 2,56 221 2,36 
U 30 300 | 100 10 | 15,60 8 58,8 8030 535 11,7 495 67,8 2,90 316 2,70 
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N =e 


10. 


11 
12 
13 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19 


20 


21. 
22. 
23. 
24. 
25. 
26. 
27. 
28. 


29. 
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